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摘 要 

推移質輸砂率公式一般可轉化為無量綱輸砂強度和無量綱水流強度的冪率函數關係，但

冪率函數的指數嚴格來說並不是一個常數，而是一個隨著推移質運動強度而異的變數。基於

漸近線輔助擬合法，推導了能夠反映指數變化的推移質輸砂率冪率函數模型，該模型不包含

泥砂臨界起動條件，兼顧了低、中及高強度的推移質輸砂率計算。以推移質輸砂率的冪率函

數模型為基礎，構建了泥砂起動概率公式和陡坡推移質輸砂率公式。通過與實測資料和各經

典公式的對比，表明本文所提公式均具有較高的計算精度和良好的適用性，可為工程實際應

用提供可靠參考。 
 

關鍵詞：推移質輸砂率、冪率函數、變冪指數、起動概率、陡坡河道。 
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ABSTRACT 
The formula of bed load sediment transport rate can generally be transformed into the power 

function relationship between the dimensionless sediment transport intensity and the dimensionless 
water flow intensity. The exponent of power function is not a constant, but a variable that varies 
with the intensity of bedload movement. Based on the asymptote assisted fitting method, a power 
function model of bed load transport rate that can reflect the change of index n is derived. The power 
function model does not involve the critical starting condition of sediment Θc. The bed load transport 
rate can be calculated considering low, medium and high sediment transport intensity. Based on the 
power function model of bed load transport rate, the formula of sediment incipient probability and 
the formula of bed load transport rate on steep slopes are constructed. Through the comparison with 
the measured data and the classical formulas, it shows that the formulas in this paper have high 
calculation accuracy and good applicability, which can provide a reliable reference for the practical 
application of engineering. 

Keywords: Transport rate of bed load, Power law, Changing exponent, Entrainment probability, 
Steep channel. 
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一、前言 
 
推移質輸移規律始終是國內外泥砂學者研究的熱

點問題之一。推移質輸砂率是河床演變、水力固體輸

送、航運工程和水資源生態環境工程等領域的重要參

數。自 19 世紀末期法國 Duboys 提出第一個推移質輸

砂率公式以來，眾多學者在推移質輸砂率計算方面取

得了豐富的研究成果。推移質輸砂率公式可分為經驗

性公式和半經驗性公式。經驗性公式是以大量試驗數

據為基礎建立的推移質輸砂率公式，如 Meyer-Peter 
Müller 公式 (1948)、Parker 公式 (1978)、郭俊克公式 
(1989)、Cheng 公式 (2002)、Camenen 公式 (2005)、
Xian 公式 (2011) 和 Recking 公式 (2013) 等。半經驗

性公式是基於某種簡化或假定建立的理論公式，公式

中的某些參數需實測資料率定。半經驗性公式又可分

為基於泥砂起動概率的公式 (Einstein，1950；Engelund 
et al.，1976；Wang et al.，2008；孟震，2015；Cheng，
2020)、基於輸砂功率理論的公式 (Ceballos，1992；高

建恩，1993；Abrahams et al.，2006)、基於泥砂躍移特

性的公式 (Lee，2000；Zhao et al.，2020；周雙等，2021) 
和基於非線性理論的公式等 (楊具瑞等，2003；周雙

等，2019；許曉陽等，2019)。半經驗性公式一般具有

較嚴格的理論推導和適用性強的特點，但公式結構複

雜，且計算精度一般不及經驗性公式 (孟震，2015)，
不利於在實際工程中應用 (Mcewan et al.，2004)；經

驗性公式雖然疏於對推移質輸砂機理的闡釋，但具有

簡單的公式結構和較高的計算精度，更有利於解決工

程實際問題 (韓其為，2021)。 
推移質研究方法一般可分為確定性方法 (Meyer-

peter et al.，1948；Parker，1978；郭俊克，1989；Ceballos，
1992；高建恩，1993；Lee，2000；楊具瑞等，2003；
Abrahams et al.，2006；Xian et al.，2011；周雙等，

2019；許曉陽等，2019；Zhao et al.，2020；周雙等，

2021)、隨機性方法(Einstein，1950；Cheng，2002；
Camenen et al.，2005；Wang et al.，2008；Recking，
2013；Cheng et al.，2020) 和確定性與隨機性相結合的

方法 (Engelund et al.，1976；孟震，2015)，主要區別

在於推移質泥砂起動輸移是否存在明確的臨界起動條

件 (孟震，2015)。對於確定性的方法或確定性與隨機

性相結合的方法，推移質輸砂率公式一般以剩餘切應 
力來表示，如 c( )Θ Θ− 和 c( )Θ Θ− 或 c( )Θ Θλ− ， 
式中，Θ 為無量綱水流強度；λ 為常數係數；Θc 為泥

砂起動條件(錢寧等，1983；Cheng，2002；孟震，2015)。
該類公式中泥砂起動條件 Θc 對公式的適用性影響很

大，且 Θc的取值不盡相同，例如 Meyer-Peter Müller 公
式和 Engelund 公式中 Θc = 0.047；Parker 公式中 Θc = 
0.03；阿克斯-懷特公式中 Θc = 0.029 (錢寧等，1983)，
其公式適用範圍一般為 Θ > Θc，往往無法兼顧低、中和

高強度的推移質輸砂率計算。對於隨機性研究方法，一

般認為泥砂起動輸移不存在臨界條件，如經驗性公式中

的 Cheng 公式、Camenen 公式和 Recking 公式等；半經

驗性公式的 Einstein 公式 (1950) 和 Wang 公式 (2008) 
等，由於公式中沒有包含泥砂起動條件，因此可計算低

強度輸砂問題 (Einstein，1950；Wang et al.，2008；孟

震，2015)，且該理念已在諸多試驗研究中得到了證實，

如 Paintal (1971) 、 Lavelle and Mofjeld (1987) 、
Buffifington (1999) 和 Papanicolaou et al. (2002) 等。 

推移質輸砂率公式一般可轉化為無量綱輸砂強度

Φ 和無量綱水流強度 Θ 的冪率函數關係，如 Φ = Θn，

式中 n 為冪率函數的指數 (錢寧等，1983；Cheng，
2002)。Lavelle and Mofjeld (1987) 發現指數 n 變化範

圍為 1.5 ~ 18，如在低輸砂強度時，Paintal (1971) 發
現指數 n = 16，曼茨在水槽試驗中得出指數 n = 17；
在高輸砂強度時，錢寧等 (1983) 曾對 Meyer-Peter 
Müller、Bagnold、Engelund、Yalin、Einstein 及阿克斯

-懷特等經典推移質輸砂率公式進行比較發現，指數 n
的取值分別為 1.5、1 和 1.35 ~ 1.45，美國水道試驗站

的試驗結果表明，指數 n 的取值範圍為 1.5 ~ 1.8 (錢寧

等，1983)；在中輸砂強度時，冪率函數的指數 n 隨著

輸砂強度的減小逐漸增大，變化範圍介於 1.35 ~ 18 之

間 (錢寧等，1983；Cheng，2002)。總體而言，在用冪

率函數表示無量綱輸砂強度 Φ 和無量綱水流強度 Θ
的關係時，冪率函數指數 n 是一個隨推移質運動強度

而異的變數，而非常數。解決方法主要有兩種：(1) 以
泥砂起動概率來反映冪率函數指數 n 的變化，但起動

概率一般是以理論推導確定的公式，而泥砂起動輸移

規律極其複雜，使公式往往難以兼顧低、中和高強度

的推移質輸砂率計算精度 (Einstein，1950；Wang et 
al.，2008；孟震，2015)。(2) 以經驗公式來反映冪率

函數指數 n 的變化，如 Cheng (2002) 和 Camenen 
(2005) 以指數函數修正低、中強度的輸砂率公式，但

由於研究方法的限制，現有的該類推移質輸砂率公式

精度和適用範圍仍需進一步探討。 
本文擬首先以推移質輸砂率冪率函數為基礎，以

大量試驗數據建立低、高輸砂強度的推移質輸砂率公

式；然後，採用漸近線輔助擬合法，構建能夠反映指

數 n 變化的推移質輸砂率冪率函數模型；再以推移質

輸砂率的冪率函數模型為基礎，構建泥砂起動概率公

式和陡坡推移質輸砂率公式；最後，通過與實測資料
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由於研究方法的限制，現有的該類推移質輸砂率公式

精度和適用範圍仍需進一步探討。 
本文擬首先以推移質輸砂率冪率函數為基礎，以

大量試驗數據建立低、高輸砂強度的推移質輸砂率公

式；然後，採用漸近線輔助擬合法，構建能夠反映指

數 n 變化的推移質輸砂率冪率函數模型；再以推移質

輸砂率的冪率函數模型為基礎，構建泥砂起動概率公

式和陡坡推移質輸砂率公式；最後，通過與實測資料

−4− 

和各經典公式的對比，驗證本文各公式的計算精度和

適用性。 
 

二、推移質輸砂率的冪率函數模型 
 
推移質輸砂率一般可表示為無量綱輸砂強度和無

量綱水流強度的函數。無量綱參數運算式為： 

0.5 3 0.5
b

s s

1 ( ) ( )Φ g gDγ
γ γ γ

−=
−

 ............................. (1) 

2

s( )
uΘ

gD
ρ

ρ ρ
∗=

−
 ................................................... (2) 

式中，Φ 為無量綱輸砂率；gb 為以重量計的單寬

推移質輸砂率；D 為泥砂顆粒粒徑；γ 為流體重度；γs

為泥砂顆粒重度；u⁎為摩阻流速；ρs為泥砂顆粒密度；

ρ為流體密度；g 為重力加速度。 
無量綱參數 Φ 和 Θ 間存在冪率函數關係。當 Φ 

→ 0 時，以 Paintal (1971) 和 Taylor and Vanoni (1972) 
的低輸砂強度實測資料為基礎，可得推移質輸砂率公

式為： 

22 18
0 5 10Φ Θ= ×  ................................................... (3) 

當 Φ→+∞時，以 Gilbert (1914)、Wilson (1966) 和
Roseberry (2012) 的中、高輸砂強度實測資料 (Meng 
et al.，2016) 為基礎，可得推移質輸砂率公式為： 

1.710Φ Θ+∞ =  ........................................................ (4) 

式 (3) 和式 (4) 分別為 Φ→0 和 Φ→+∞時推移

質輸砂率曲線的漸近線，見圖 1。 
對於非線性問題，若函數曲線在→0 和→+∞時存

在斜漸近線，則函數曲線可採用漸近線輔助擬合法合

併成為統一公式 (Vatankhah，2015)。採用漸近線輔助

擬合法，由式 (3) 和式 (4) 可得： 

1/1/ 22 18 1.7
0( ) (5 10 ) (10 )Φ Φ Φ Θ Θ

ββ β β β β
+∞  = + = × + 

  .............................................................................. (5) 

式中，β 為形狀參數。採用 Paintal、Taylor and vanoni、
Gilbert (1914)、Wilson (1966)和 Roseberry (2012) 的輸

砂率實測資料對形狀參數 β 進行率定，可取形狀參數

β=-0.2。式 (5) 為推移質輸砂率的冪率函數模型，如

圖 1 所示。由式 (5) 可知，當 Φ→0 和 Φ→+∞時，式 
(5) 可分別轉化為推移質輸砂率曲線的漸近線式 (3)  

 
圖 1 推移質輸砂率的冪率函數模型 

 
和式 (4)；形狀參數 β 主要對函數曲線的中部產生影

響，不影響 Φ→0 和 Φ→+∞時的函數曲線。 
 

三、推移質輸砂率冪率函數模型的檢驗 
 

3.1  冪率函數模型的驗證 
 
首先，採用 Paintal (1971) 和 Taylor and vanoni 

(1972) 的輸砂強度實測資料、Wang et al. (2008) 整理

的 Meyer-Peter and Müller (1948) 和 Einstein (1942) 均
勻砂水槽資料、Meng et al. (2016) 整理的 Gilbert 
(1914)、Wilson (1966) 和 Roseberry (2012) 等均勻砂

水槽資料及孟震 (2015) 的均勻砂水槽資料對式 (5) 
進行驗證，見圖 2。然後，採用 Parker (1978) 的野外

卵礫石實測資料和張原鋒等 (1997) 發表的黃河中、

下游砂質均勻推移質實測資料對式 (5) 進行驗證，見

圖 3。最後，與經典的確定性與隨機性相結合方法、隨

機性方法和經驗性方法的推移質輸砂率公式進行對

比，見圖 2 和圖 3。確定性與隨機性相結合方法推移

質輸砂率公式選擇 Engelund 公式，隨機性方法推移質

輸砂率公式選擇 Einstein 公式和 Wang 公式，經驗性

方法推移質輸砂率公式選擇 Meyer-Peter Müller 公式、

Parker 公式、郭俊克公式、Cheng 公式、Camenen 公

式、Xian 公式和 Recking 公式。 
由圖 2 可見，本文公式與實測數據整體符合良好。

在 Φ < 0.001 時，各家公式曲線離散度較大，但公式

曲線基本仍在實測數據帶寬內；本文公式與 Cheng 公

式基本重合，且較其他公式預測結果略佔優勢。在

0.001 < Φ < 1 時，本文公式與 Xian 公式符合最好，其 
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圖 2 水槽實測數據的分析驗證 

 

 

圖 3 野外實測數據的分析驗證 

 

他各家公式曲線雖均較為集中，也基本居於實測數據

帶中心區域，但與實測數據相比均有不同程度的偏低，

原因在於其公式結構無法反映低、中輸砂強度時指數

n 的變化趨勢。隨著輸砂強度的增大，在 Φ>1 時，本

文公式與 Cheng 公式和 Xian 公式基本重合，與實測

數據符合最好；其他各家公式曲線逐漸發散，與輸砂

強度實測值偏差增大。 
由圖 3 可見，在同樣的水流條件下，野外實測資

料的離散性更大，數據帶更寬，無量綱輸砂率最大相

差可達 100 倍以上 (孟震，2015)；從公式的預測結果

來看，各家公式均能夠正確預測天然河流無量綱輸砂

率的變化趨勢。本文公式、Parker 公式和 Cheng 公式

預測結果最優，實測數據基本均勻的分佈在無量綱輸

砂率預測曲線兩側。 

3.2  冪率函數模型的精度分析 
 
本文選擇相對誤差絕對值 E (楊具瑞等，2003) 和

均方根相對誤差 RMSRE (孟震，2015) 來評價冪率函

數模型的計算精度，各參數定義如下： 

i i

i

x yE
y
−

=  .......................................................... (6) 

2
i i

ii 1

1 N x yRMSRE
N y=

 −
=  

 
∑  .............................. (7) 

式中，N 為推移質輸砂率的樣本個數；xi 為推移質輸

砂率的計算值；yi 為推移質輸砂率的實測值。E 值和

RMSRE 值越低，說明公式的精度越高。 
在推移質輸砂率公式驗證時需定義實測資料的排

除標準：(1) Θ < Θc時，包含 c( )Θ Θ− 和 c( )Θ Θ− 或

c( )Θ Θλ− 的計算公式不再適用；(2) 定義分散度

ii / yxI =  (金中武，2009)，實測數據的分散度 I < 0.1
和 I > 10 時，實測數據不參與公式的精度驗證。可將

二者占總實測數據的百分比作為公式的排除率指標。

為便於公式精度比較，僅將本文公式和計算精度較高

的經驗性公式進行對比，如 Meyer-Peter Müller 公式、

Parker 公式、Cheng 公式和 Xian 公式等。此外，由於

野外實測資料測量精度較差，且得到公認的實測數據

不多 (孟震，2015)，本文將不再採用野外實測資料對

上述公式進行精度分析，而採用水槽實測資料進行精

度分析，結果見表 1。 
由表 1 可見，Meyer-Peter Müller 公式和 Xian 公

式的資料排除率最高，主要由於 Θc = 0.047 取值較高

造成，使公式無法計算低強度輸砂率，公式適用性存

在一定限制；本文公式、Parker 公式和 Cheng 公式資

料排除率基本一致，公式適用性較寬。在用於低、中

和高強度的輸砂率計算中，本文公式 E = 54.2%和 
 

表 1 推移質輸砂率公式的精度量化參數 

公式 
精度量化參數 

平均 E 
(%) RMSRE 排除率 

指標(%) 
Meyer-Peter Müller 公
式(1948) 45.4 0.95 25.2 

Parker 公式(1978) 63.5 1.13 12.7 
Cheng 公式(2002) 69.0 1.37 10.4 
Xian 公式(2011) 46.3 0.96 25.8 
本文公式(5) 54.2 1.11 10.7 
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RMSRE = 1.11 較 Parker 公式的 E = 63.5%和 RMSRE = 
1.13 和 Cheng 公式的 E = 69.0%和 RMSRE = 1.37 更

低，表明本文公式在整體實測資料範圍內計算精度最

高，適用性更強。 
在推移質輸砂率公式應用時，學者們習慣對推移

質輸砂的強弱進行劃分，以便更好的探討推移質輸砂

率公式的適用性。如 Cheng (2002) 將輸砂強度劃分為

低、中及高強度推移質輸砂，孟震 (2015) 將輸砂強度

劃分為超低、低、中及高強度推移質輸砂，但劃分時

學者均未給出各階段的明確分界點。本文借鑒 Cheng 
(2002) 的輸砂強度劃分方法，將輸砂強度劃分為低、

中及高強度推移質輸砂。作者認為可通過以下兩點對

推移質輸砂率的強弱進行劃分：(1) 當推移質輸砂率

公 式 以 剩 餘 切 應 力 來 表 示 時 ， 如 c( )Θ Θ− 和

c( )Θ Θ− 或 c( )Θ Θλ− ，推移質輸砂率公式往往

無法計算 cΘ Θ< 的推移質輸砂率，因此可將 cΘ 確定為

低和中強度輸砂的分界點。褚君達 (1993) 曾對泥砂

起動條件 cΘ 進行總結， cΘ 一般介於 0.0231 ~ 0.0716，
具體取值與水、砂條件和泥砂起動標準相關；(2) 隨著

水流強度的增大，推移質泥砂的輸移模式將由單層運

動轉化為層移運動，此時推移質泥砂輸移強度較強，

因此可由推移質泥砂層移質運動的臨界條件 Θt 作為

中和高強度輸砂的分界點，本文 Θt的取值將在“4.1 泥

砂起動概率公式”中具體討論。鑒於本文推移質輸砂率

公式在整體上均具有較高的計算精度，在公式應用時

不必對低、中及高強度的推移質輸砂進行劃分，可直

接採用式 (5) 進行推移質輸砂率計算。 
 

四、推移質輸砂率的冪率函數模型的應用 
 

4.1  泥砂起動概率公式 
 

4.1.1 泥砂起動概率公式的建立 
Shih and Diplas (2018) 對球體泥砂顆粒進行了長

時間的平均作用力測量，以單顆粒球體泥砂顆粒為研

究對象，採用局部水流功率理論，得到了忽略泥砂顆

粒運動間歇時間的推移質輸砂率公式： 

e
nΦ kΘ=  .............................................................. (8) 

式中，k 為常數係數；Φe 為忽略泥砂顆粒運動間歇時

間的無量綱輸砂率強度。當輸砂強度較高時，泥砂運

動成為必然性時間，此時 Φe = Φ。 
在觀測時間 T 內，Tc為泥砂運動時間，Tw為泥砂

等待時間，Φt為 T 時間內的無量綱輸砂累積量，則忽

略泥砂顆粒運動間歇時間的無量綱輸砂強度 Φe 可表

示為： 

e c t1 /Φ T Φ=  .......................................................... (9) 

無量綱輸砂強度 Φ可表示為： 

t1 /Φ TΦ=  .......................................................... (10) 

聯立式 (8) ~ 式 (10) 可得： 

c c
e

c w

nT T
Φ Φ kΘ

T T T
= =

+
 .................................... (11) 

根據 Einstein 的泥砂起動概率定義 (錢寧等，

1983)，起動概率可以表示為泥砂顆粒挾帶的時間分數 
(Cheng，2020)，則式 (11) 可轉化為： 

nΦ kpΘ=  ............................................................ (12) 

式中，p 為泥砂起動概率。式 (12) 為推移質輸砂率的

理論計算模型，可適用於低、中及高強度的推移質輸

砂率計算。 
在輸砂強度較高時，泥砂起動概率 p = 1，式 (12) 

可變化為： 

nΦ kΘ=  ............................................................ (12a) 

此時，式 (12a) 與式 (4) 等價，則式 (12) 中應

取 k=10 和 n=1.7。式 (12)可表示為： 

1.710Φ pΘ=  ..................................................... (12b) 

由式 (12b) 可得泥砂起動概率運算式： 

1.710n
Φ Φp

kΘ Θ
= = .............................................. (13) 

式 (13) 為泥砂起動概率的理論計算模型。由於

式 (12) 適用於低、中及高強度的推移質輸砂率計算，

則式 (13) 同樣適用低、中及高強度的泥砂起動概率

計算。 
由式 (5) 和式 (13) 可得泥砂起動概率計算公式

為： 

522 0.2 3.26(5 10 /10) 1p Θ
−− − = × +   .................... (14) 

式 (14) 為泥砂起動概率的計算公式。 
 
4.1.2 泥砂起動概率公式的驗證 

首先，選擇泥砂起動概率研究文獻中的實測數據

對本文公式進行驗證，其實測數據的獲取方法主要可 
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分為直接測量方法和間接測量方法，如苗蔚等 (2015) 
和麻卉港等 (2022 )採用直接測量方法獲取泥砂起動

概率實測數據；Engelund (1976) (依據柯林斯堡 (駐波

和砂丘) 和羅格的推移質輸砂率資料，通過反算計算

獲得泥砂起動概率) 和楊文俊等 (2019) 採用間接測

量方法獲取泥砂起動概率實測數據；選擇 Einstein 公

式 (1950)、Engelund 公式 (1976)、Fredsøe 公式 (楊文

俊等，2019)、Cheng and Chiew 公式 (1998)、Bose 公

式  (2013)、Armanini 公式  (2015) 和 Cheng 公式 
(2020) 與本文公式進行對比，見圖 4。由圖 4 可見，

因各文獻的數據獲取方法不盡相同，起動概率數據和

各家計算公式均較為離散，但各公式預測曲線仍在數

據帶寬之內；本文公式與實測數據整體符合良好，其

他公式均存在不同程度的偏離。 
對於直接測量方法，由於起動概率概念定義的差

異和試驗數據獲取的困難性(楊文俊等，2019)，使各文

獻數據的可靠性和合理性扔需進一步探討；對於間接

測量方法，由於推移質輸砂率模型中各物理參數的確

定存在差異，例如推移質運動速度、推移質運動厚度，

造成公式中的起動概率不再具有其原本的物理意義，

而本文式 (13) 避免了推移質輸砂率模型中各物理參

數確定時存在差異的問題。其次，以水槽實測輸砂率

資料和野外實測輸砂率資料為基礎 (數據來源：2.1 冪

率函數模型的驗證)，採用式 (13) 計算泥砂起動概率

p 的實測數據，以此數據對本文公式進行了驗證，並

與各家泥砂起動概率公式進行了比較，見圖 5 和圖 6。 
由圖 5 和圖 6 可見，本文公式與實測數據整體符

合良好。在 Θ < 0.03 時，本文公式與 Cheng 公式基本

重合，且較其他公式預測結果略佔優勢。在 0.03 < Θ < 
0.33 時，本文公式與實測數據符合最好，其他公式均存 

 

圖 5 水槽起動概率數據的驗證與對比 

 

 

圖 6 野外起動概率數據的驗證與對比 

 

在不同程度偏離。在 Θ > 0.33 時，各家起動概率 p 趨

近於 1，表明泥砂運動由單層運動轉化為層移運動，

此時泥砂起動由隨機性事件轉化為必然事件 (孟震，

2015)。床面泥砂何時進入層移質運動，目前還存在較

大爭議 (Gao，2008)，不同學者取值不同，基本介於 

0.3 ~ 1 之間，如 Hill et al. (1969) 取 Θt = 0.56，Wang 
et al. (1993) 取 Θt = 0.4，Sumer et al. (1996) 取 Θt = 
0.6，Nnadi et al. (1995) 取 Θt ≈ 1，周雙等 (2020) 取
Θt = 0.3。由圖 5 和圖 6 的起動概率實測數據可見 Θt 

≈ 0.33，這與周雙等和 Wang et al.取值相近，同時與

本文公式 (14) 的計算結果相符。 
 

4.1.3 泥砂起動概率公式的精度分析 
公式精度量化指標和實測資料排除標準與“冪率 
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表 2 泥砂起動概率公式的精度量化參數 

公式 
精度量化參數 

平均 E 
(%) RMSRE 排除率 

指標(%) 
Einstein 公式 (1950) 93.2 1.67 13.1 
Engelund 公式 (1976) 82.9 1.03 37.4 
Fredsøe 公式 (1992) 76.3 0.98 23.8 
Cheng and Chiew 公式 
(1998) 85.9 1.37 18.2 

Bose 公式 (2013) 82.1 1.10 54.6 
Armanini 公式 (2015) 61.6 1.33 12.0 
Cheng 公式 (2020) 80.0 1.20 12.4 
本文公式 (14) 55.3 1.15 11.0 

 

函數模型的精度分析”部分相一致。為便於泥砂起動概

率公式的精度分析，選用經典水槽泥砂起動概率實測

數據對上述公式進行對比，各公式的精度分析結果見

表 2。需要注意的是：當泥砂起動概率計算值 p < 0 和

p > 1 時，泥砂起動概率計算公式將不再適用。 
由表 2 可見，Fredsøe 公式、Engelund 公式和 Bose

公式的資料排除率分別為 23.8%、37.4%和 54.6%，與

其他公式相比排除率較高，公式適用性存在一定限制；

本文公式資料排除率為 11.0%，與其他公式相比最低，

公式適用性較寬。在用於低、中和高強度的泥砂起  

動概率計算中，本文公式的相對誤差絕對值 E = 
55.3%，與其他公式相比最低；均方根相對誤差 

RMSRE = 1.15，與 Fredsøe 公式、Engelund 公式和 Bose
公式的 RMSRE = 0.98、1.03 和 1.10 較為接近，與其他

公式相比最低，表明本文公式在整體實測資料範圍內

計算精度最高，適用性更強。 
在泥砂起動概率公式應用時，學者們同樣習慣對

推移質輸砂的強弱進行劃分。泥砂的連續起動形成了

推移質泥砂的輸移，因此在定義泥砂起動概率的低、

中及高強度的計算時，與推移質泥砂輸移的強弱劃分

具有相似性。作者認為可通過以下兩點進行劃分：(1)
以剩餘切應力來表示的推移質輸砂率公式認為存在泥

砂起動條件 cΘ ，那麼意味著 cΘ Θ< 時 p = 0，起動概

率將無法進行計算，因此可定義 cΘ 為低和中強度泥砂

起動概率的分界點；(2)對於中、高強度起動概率的分

界點，當水流強度較大時 p = 1，如 Θ > Θt，因此可採

用推移質泥砂輸移的強度劃分標準 Θt 來作為中和高

強度泥砂起動概率的分界點。同樣，鑒於本文泥砂起

動概率公式在整體上均具有較高的計算精度，在公式

應用時不必對低、中及高強度的推移質輸砂進行劃分，

可直接採用式 (14) 進行泥砂起動概率計算。 

4.2  陡坡河道推移質輸砂率公式 
 
4.2.1 陡坡河道推移質輸砂率公式的建立 

陡坡河道相對於緩坡河道，存在坡度效應，此時

泥砂重力分量對推移質泥砂輸移的影響已不可忽略 
(Prancevic et al.，2014)。此外，由於陡坡河道坡度較

大，河道的斷面平均流速分佈與緩坡河道存在差異，

此時應該考慮泥砂顆粒淹沒度對泥砂輸移的影響 
(Armanini et al.，2005；Cheng et al.，2018)。因此有必

要建立考慮坡度效應的陡坡推移質輸砂率公式。本文

公式 (5) 適用於緩坡河道的推移質輸砂率計算，在應

用於陡坡河道推移質輸砂率計算時，需對本文公式 
(5) 進行修正。修正方法一般分為泥砂起動條件 Θc的

修正 (Fernandez et al.，1976)、無量綱輸砂強度 Φ 的

修正 (Smart，1984) 和水流強度 Θ 與無量綱輸砂強度

Φ 的修正 (Cheng et al.，2014)。本文選擇 Cheng (2014) 
的修正參數，水流強度 Θ 與無量綱輸砂強度 Φ 可修

正為： 

s
ΘΘ
η

=  ............................................................... (15) 

s
ΦΦ
η

=  ............................................................ (16) 

式中，Θs為修正之後的陡坡水流強度；Φs為修正之後

的 陡 坡 無 量 綱 輸 砂 強 度 ； η 為 修 正 參 數 ，

cos tan sinη β θ β= − ；β 為床面坡度；θ 為泥砂休止角。 
式 (15) ~式 (16) 帶入式 (3)、(4) 和 (5) 可得： 

22 18
s0 s5 10Φ Θ= ×  ................................................ (17) 

1.7
s s10Φ Θ+∞ =  ..................................................... (18) 

1/0.222 18 0.2 1.7 0.2
ss s(5 10 ) (10 )Φ Θ Θ

−− − = × +   ..... (19) 

式 (17) 和式 (18) 分別為 Φs→0 和 Φs→+∞時推

移質輸砂率曲線的漸近線；式 (19) 為陡坡河道推移

質輸砂率公式。 
 

4.2.2 陡坡河道推移質輸砂率公式的驗證 
採用 Fernandez et al. (1976)、Smart (1984)、楊勝

發等 (2006) 和 Recking et al. (2008) 的陡坡河道推移

質輸砂率實測值對本文公式  ( 1 9 )  進行驗證。

Fernandez et al.推移質輸砂率為有壓管道實測資料， 
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圖 7 陡坡河道推移質輸砂率公式的驗證與對比 

 
Smart、楊勝發等和 Recking et al.推移質輸砂率為明渠

實測資料，推移質輸砂率實測資料坡度範圍分別為 0% 
~ 40.4%、3% ~ 25%、1% ~ 1.8%和 0% ~ 9%。同時，

選擇計算精度較高的 Cheng 公式 (2014) 進行對比，

見圖 7。由圖 7 可見，本文公式與實測數據整體符合

良好。在 Φ < 0.01 時，本文公式與實測數據符合最好；

在 0.01 < Φ < 1 時，本文公式偏大，Cheng 公式偏小，

但仍具有較高的計算精度；在 Φ > 1 時，本文公式與

實測數據符合最好，Cheng 公式計算值整體偏大。 
 

4.2.3 陡坡河道推移質輸砂率公式的精度分析 
公式精度量化指標和實測資料排除標準與“冪率

函數模型的精度分析”部分相一致。為更好的評價陡坡

河道推移質輸砂率公式的計算精度，將陡坡推移質輸

砂率實測資料劃分為 Φ < 0.01、0.01 < Φ < 1 和 Φ > 1
三部分。各公式的精度分析結果見表 3。 

由表 3 可見，本文公式排除率指標 0.4%低於

Cheng 公式 2.7%，表明本文公式適用性較寬。當 Φ < 
0.01時，本文公式E = 60.2%較Cheng公式的E = 67.3%
更低，RMSRE = 0.72 與 Cheng 公式的 RMSRE = 0.71
基本一致，表明本文公式計算精度較 Cheng 公式略佔

優勢。當 0.01 < Φ < 1 時，Cheng 公式 E = 56.5%和

RMSRE = 0.72 較本文公式的 E = 77.5%和 RMSRE = 
1.06 更低，顯示出更好的計算精度，但本文公式同樣

具有較高的計算精度。當 Φ > 1 時，本文公式 E = 21.3%
和 RMSRE = 0.29 較 Cheng 公式的 E = 53.8%和 

RMSRE = 0.54 更低，表明本文公式計算精度更高和適

用性更強。 
在陡坡河道推移質輸砂率公式 (19) 的應用時，

需對公式的適用範圍進行初步分析。對於緩坡和陡坡 

表 3 陡坡河道推移質輸砂率公式的精度量化參數 

公式 實測資料 
範圍 

精度量化參數 
平均 E 

(%) RMSRE 排除率 
指標(%) 

Cheng 公式
(2014) 

Φ<0.01 67.3 0.71 
2.7 0.01<Φ<1 56.5 0.72 

Φ>1 53.8 0.54 

本文公式(19) 
Φ<0.01 60.2 0.72 

0.4 0.01<Φ<1 77.5 1.06 
Φ>1 21.3 0.29 

 
的定義，學者間存在不同的見解，如 Meyer-Peter and 
Müller (1948) 的實驗水槽存在 0.04% ~ 2%的坡度，但

是大多數學者以此經典資料作為緩坡推移質輸砂率的

驗證資料；Smart (1984) 認為坡度大於 3%時，床面坡

度的影響已不可忽視；Cheng (2014) 認為水流條件和

床面坡度共同影響床面泥砂顆粒的輸移，因此緩坡到

陡坡的過度坡度應隨水流條件的變化而變化。但可以

確定的是，緩坡推移質輸砂率公式在陡坡條件下是不

適用的。在公式使用過程中，對於緩坡河道或近水準

河道，可採用本文式 (5) 進行推移質輸砂率計算；對

於陡坡河道，如山區河流，可採用本文式 (19) 進行推

移質輸砂率計算。對於緩坡和陡坡的清晰定義仍需學

者們的進一步探討。 
 

五、結論 
 
基於無量綱輸砂強度 Φ 和無量綱水流強度 Θ 的

冪率函數關係，建立了低、高輸砂強度的推移質輸砂

率漸近線；採用漸近線輔助擬合法，構建了能夠反映

指數 n 變化的推移質輸砂率冪率函數模型。以推移質

輸砂率的冪率函數模型為基礎，構建了泥砂起動概率

公式和陡坡推移質輸砂率公式。通過與實測資料和各

經典公式的對比表明，該模型兼顧了低、中和高輸砂

強度的推移質輸砂率計算，且整體上計算精度較高；

泥砂起動概率公式和陡坡推移質輸砂率公式具有結構

簡單和計算精度高的特點。本文所提公式可為工程實

際應用提供可靠參考。 
 

致謝 
 
感謝中國國家自然科學基金委員會  (National 

Natural Science Foundation of China, NO.51879227) 提
供科研經費，使本研究得以順利完成。 



89 

農業工程學報｜第 66 卷 - 第 2 期｜

中 華 民 國 1 0 9 年 0 6 月 出 版

農業工程學報｜第 68 卷 - 第 4 期｜

中 華 民 國 1 1 1 年 1 2 月 出 版

−9− 

 

圖 7 陡坡河道推移質輸砂率公式的驗證與對比 

 
Smart、楊勝發等和 Recking et al.推移質輸砂率為明渠

實測資料，推移質輸砂率實測資料坡度範圍分別為 0% 
~ 40.4%、3% ~ 25%、1% ~ 1.8%和 0% ~ 9%。同時，

選擇計算精度較高的 Cheng 公式 (2014) 進行對比，

見圖 7。由圖 7 可見，本文公式與實測數據整體符合

良好。在 Φ < 0.01 時，本文公式與實測數據符合最好；

在 0.01 < Φ < 1 時，本文公式偏大，Cheng 公式偏小，

但仍具有較高的計算精度；在 Φ > 1 時，本文公式與

實測數據符合最好，Cheng 公式計算值整體偏大。 
 

4.2.3 陡坡河道推移質輸砂率公式的精度分析 
公式精度量化指標和實測資料排除標準與“冪率

函數模型的精度分析”部分相一致。為更好的評價陡坡

河道推移質輸砂率公式的計算精度，將陡坡推移質輸

砂率實測資料劃分為 Φ < 0.01、0.01 < Φ < 1 和 Φ > 1
三部分。各公式的精度分析結果見表 3。 

由表 3 可見，本文公式排除率指標 0.4%低於

Cheng 公式 2.7%，表明本文公式適用性較寬。當 Φ < 
0.01時，本文公式E = 60.2%較Cheng公式的E = 67.3%
更低，RMSRE = 0.72 與 Cheng 公式的 RMSRE = 0.71
基本一致，表明本文公式計算精度較 Cheng 公式略佔

優勢。當 0.01 < Φ < 1 時，Cheng 公式 E = 56.5%和

RMSRE = 0.72 較本文公式的 E = 77.5%和 RMSRE = 
1.06 更低，顯示出更好的計算精度，但本文公式同樣

具有較高的計算精度。當 Φ > 1 時，本文公式 E = 21.3%
和 RMSRE = 0.29 較 Cheng 公式的 E = 53.8%和 

RMSRE = 0.54 更低，表明本文公式計算精度更高和適

用性更強。 
在陡坡河道推移質輸砂率公式 (19) 的應用時，

需對公式的適用範圍進行初步分析。對於緩坡和陡坡 

表 3 陡坡河道推移質輸砂率公式的精度量化參數 

公式 實測資料 
範圍 

精度量化參數 
平均 E 

(%) RMSRE 排除率 
指標(%) 

Cheng 公式
(2014) 

Φ<0.01 67.3 0.71 
2.7 0.01<Φ<1 56.5 0.72 

Φ>1 53.8 0.54 

本文公式(19) 
Φ<0.01 60.2 0.72 

0.4 0.01<Φ<1 77.5 1.06 
Φ>1 21.3 0.29 

 
的定義，學者間存在不同的見解，如 Meyer-Peter and 
Müller (1948) 的實驗水槽存在 0.04% ~ 2%的坡度，但

是大多數學者以此經典資料作為緩坡推移質輸砂率的

驗證資料；Smart (1984) 認為坡度大於 3%時，床面坡

度的影響已不可忽視；Cheng (2014) 認為水流條件和

床面坡度共同影響床面泥砂顆粒的輸移，因此緩坡到

陡坡的過度坡度應隨水流條件的變化而變化。但可以

確定的是，緩坡推移質輸砂率公式在陡坡條件下是不

適用的。在公式使用過程中，對於緩坡河道或近水準

河道，可採用本文式 (5) 進行推移質輸砂率計算；對

於陡坡河道，如山區河流，可採用本文式 (19) 進行推

移質輸砂率計算。對於緩坡和陡坡的清晰定義仍需學

者們的進一步探討。 
 

五、結論 
 
基於無量綱輸砂強度 Φ 和無量綱水流強度 Θ 的

冪率函數關係，建立了低、高輸砂強度的推移質輸砂

率漸近線；採用漸近線輔助擬合法，構建了能夠反映

指數 n 變化的推移質輸砂率冪率函數模型。以推移質

輸砂率的冪率函數模型為基礎，構建了泥砂起動概率

公式和陡坡推移質輸砂率公式。通過與實測資料和各

經典公式的對比表明，該模型兼顧了低、中和高輸砂

強度的推移質輸砂率計算，且整體上計算精度較高；

泥砂起動概率公式和陡坡推移質輸砂率公式具有結構

簡單和計算精度高的特點。本文所提公式可為工程實

際應用提供可靠參考。 
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