
44 

Journal of Taiwan Agricultural Engineering
Vol. 66, No. 1, March 2020

DOI - 10.29974/JTAE.202003_66(1).0005

−2− 

Semi-analytical solution of a partially penetrating well in a three-
dimensional anisotropic aquifer 

 
 
 
 

Shih-Ching Wu 
National Taiwan University 

Department of Civil Engineering 

Kai-Yuan Ke* 
National Taiwan University 

Center of Weather Climate and  
Disaster Research 

Hsien-Tsung Lin 
Formosa Plastics Corporation 
Soil/GW Management Group 

Chien-Tsai Chuang 
Formosa Plastics Corporation 
Soil/GW Management Group 

 
 
 
 

ABSTRACT 

Investigation of hydrological property of the aquifer is a key work in groundwater modeling. 
Previous research focused on 2D or 3D fully penetrated wells in anisotropic confined aquifers to 
derive the analytical of horizontal hydraulic conductivity, i.e. Kxx and Kyy. This paper demonstrates 
a new semi-analytical solution for the pumping-drawdown response of the partially penetrating well, 
situated in the homogenous and anisotropic 3D confined aquifer via Gauss-Legendre Quadrature 
and Hantush well function (Generalized Incomplete Gamma Function) in order to increase the 
precision of the solution. The results show more Gauss points lead to higher precision. However, 
considering the modeling efficiency, 32 Gauss points is applied to assess what range is best for 
Hantush well function and associated analytical solution with different u and Xn/L. Finally, the 
pumping test of screen opening at different depth for the homogenous, anisotropic confined aquifer 
is investigated. Results show the drawdown is highest with opening in the middle section. 
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摘 要 

含水層地質特性的調查是瞭解地下水流通特性的重要工作，先前專家學者主要針對完全

貫穿井之二維均質、非等向(X-Y 軸水文參數)或三維均質、非等向性(X-Z 軸，將 Kxx 及 Kyy

以水平 K 水力傳導係數表示之)推求解析解，而本研究針對地下水三維拘限含水層中，水文

地質假設均質、非等向性之部分貫穿井地下水方程式，利用高斯-拉建德數值積分計算

Hantush 井函數(廣義性不完全 Gamma 函數)，進行推導三維度不同時間抽水之地下水洩降變

化近似解析解，提高解析解之精確性。結果顯示高斯點位越多情況，精確性較高，然而，綜

合考量數值運算效率及精確度，高斯點位採取 32 點座標計算最為妥適，並據以推求不同 u、
Xn/L 之對應 Hantush 函數值及 Hantush 函數解析解適用範圍。針對定量抽水探討拘限含水層

內抽水井井篩不同深度在非等向、均質之水文地質條件下，洩降水位變化情形，結果顯示抽

水井開篩中段洩降水位較大。 

關鍵詞：Hantush 井函數、部分貫穿井、高斯-拉建德數值積分。 
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一、前言 
 
地下水為全世界許多國家重要飲用水資源之一，

其中除維持人類生活，亦維持生態、氣候調節作用，

因此許多專家學者針對地下水開發利用、環境保育議

題進行研究。倘若掌握整體地下水水流分布、開發地

下水量及污染傳輸情形，需掌握水文地質特性及參數，

藉由相關參數提供地下水數學、數值模式中，可以提

供分析者所需關切議題及未來趨勢。在自然現實情況

中，水文地質皆為異質等特性，因此許多專家利用數

學解析解進行水文參數推估或描述抽水時的地下水位

洩降變化值，其中 Theis (1935)依據熱流理論為基礎，

地下水流可由達西定律 (Darcy’s law)(Henry Darcy, 
1856)描述，假設在無限延伸之均質、等向性拘限含水

層中，發展出泰斯公式(Theis’ equation)，並與曲線法

結合推估參數，做為描述含水層特性的依據。

Papadopoulos (1965) 利 用 拉 普 拉 斯 (Pierre-Simon 
marquis de Laplace)轉換(Laplace Transform)與傅立葉

(Jean Baptiste Joseph Fourier)轉換(Fourier Transform)對
均質、非等向性以完全貫穿井之微分方程推導解析近

似解，在抽水試驗分析時，利用三口觀測洩降-時間資

料，並於傳統的直線法、曲線法與解析近似解即可用

來估計非均質地層的有效流通係數與有效儲水係數；

Week (2004)、Heilweil (2006)利用 Papdopolous (1965)解
析解推估煤炭層、斷層破碎帶之含水層特性；Jang et 
al. (2008)依據相關 Papdopulous (1965)解析解推求 921
地震前後含水層特性是否產生改變，研究指出當發生

地震後其有效流通係數與方向性均改變；Lin et al. [2010]
則利用類神經結合 Papdopolous (1965)解析解應用於水

文參數推估，提早反向參數推估之精確性，上述利用

Papdopolous (1965)解析解主要假設二維拘限含水層

中，抽水井及觀測井假設完全貫穿井進行抽水試驗，

然現實情況中，抽水井及觀測井開篩情況不全然為完

全貫井，因此求解或逆推估參數當中，將產生誤差值。

另外，在均質、非等向性之部分貫穿井推導部分，

Hantush (1961c)主要針對 X-Z 軸方向，於拘限含水層

之均質、非等向性進行理論堆導，而 Mansur and 
Dietrich [1965]則假設穩態情況下針對 X-Z 水力傳導

係數進行推估，另外許多專家將三維拘限含水層水文

地質特性假設為水平向K (將 Kxx及Kyy以水平K 水力傳

導係數代表之)及垂直向 KZ 簡化方式進行推求解析解

[Hantush, 1966a Weeks, 1969; Way and McKee, 1982]，鮮

少研究針對地下水三維空間、均質、非等向性(Kxx、Kyy、

Kxy 及 Kzz)之部分貫穿井於拘限含水層中進行推導解

析解及討論水文參數推估等資訊。 
因此本研究主要針對地下水三維拘限含水層中，

水文地質假設均質、非等向性(Kxx、Kyy、Kxy 及 Kzz)之
部分貫穿井地下水方程式，其中利用拉普拉斯正逆轉

換、傅立葉正逆轉換及有限傅立葉轉換推求三維水位

隨抽水量變化之洩降解析解，其中所推得解析解當中，

Hantush 井函數(Hantush Well Funtion)稱為廣義性不完

全 Gamma 函數，許多專家針對此部分進行研究分析

[Hantush and Jacob, 1955; Hunt, 1977、1978; Wilson 
and Miller 1978、1979; Prodanoff et al. 2006]，以提高

Hantush 井函數推估精確性，其中方法為級數展開

(series expansions)、漸進式展開(asymptotic expansions)、
Chebyshev 多項式(Chebyshev polynomials)、遞迴關係式

(Recurrence relations)、數值積分(numerical quadrature)。
Tseng 與 Lee (1998)及 Barry (2000)指出上述方法中，

數值積分係為便利、快速、可精確性推求廣義性不完

全 Gamma 函數值，然此方法運算中不完全然皆可適

用。因此本研究推求三維部分貫穿井、非等向性之解

析解中，Hantush 井函數則利用高斯-拉建德(Johann 
Karl Friedrich Gauß) 數 值 積 分 (Gauss-Legendre 
Quadrature)計算，探討數值方法適用範圍及精確性，

並針對定量抽水探討三維拘限含水層內，抽水井井篩

不同位置在非等向、均質之水文地質條件下，推估洩

降水位變化情形。 
 

二、數學理論推導 

2.1 部分貫穿井解析解(Partially-
Penetrating Well Analytical) 

在非穩態流(transient state flow)情況下，並且考量

流入(sink)或流出(source)項，其三維均質、非等向性侷

限含水層之部分貫穿井(Partially-Penetrating Well)地
下水控制方程式、初始條件與邊界條件其表示如(圖 1
所示)： 

 
圖 1 部分貫穿井示意圖 
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     ( , , ) 0s x t±∞ =  .............................................................................................................................................. (2.3) 

( , ,0, ) ( , , , ) 0s x y t s x y L t
z z

∂ ∂
= =

∂ ∂
 ............................................................................................................................. (2.4) 

其中，Kxx、Kyy、Kxy 表示非等向性水力傳導係數[L/T]及垂直方向水力傳導係數 Kzz [L/T]，Ss 表示飽和含水層比

儲水率(specific storage)[1/L]，s 為洩降水位[L]，δ則是為 Dirac Delta 函數(1/L)，表示在點座標 x,y 當中，設置井

進行抽水，其中井半徑忽略不計，Q 為流入與流出項(L3/T)，是為體積的流出源頭強度(L3/T)除以平均密度(M/L3)，
包括表示抽水量為正及補注量為負，u 為 Heaviside (Oliver Heaviside) step function，表示濾水管開孔位置 z2 至

z1、L 表示為拘限含水層厚度。 
本研究將均質、非等向性三維部分貫穿井地下水方程式如(1)式，其中利用拉普拉斯正逆轉換、傅立葉正逆

轉換及有限傅立葉轉換推求三維水位隨抽水量變化之洩降解析解。在時間領域部分，時間表示為正值情況，則

利用拉普拉斯對時間領域如(3.1)-(3.2)式進行轉換為頻率領域，其拉普拉斯正、逆轉定義如下: 

[ ]
0

)£( ) ( ( ) ptF p f t f t e dt
∞ −= = ⋅∫  .......................................................................................................................... (3.1) 

[ ]1( ) ( ) ( )£
a i pt

a i
f t F p F p e dt

+ ∞−

− ∞
= = ⋅∫  .................................................................................................................. (3.2) 

其中 p = σ + iw 為 Laplace 轉換之頻域函數，而積分路徑是沿著 p 平面上的直線 Re(p) = a 自下而上取的，且 a 
>a0，a0 為 f(t)的拉氏變換之收斂座標。符號 {}⋅L 表示的是拉氏轉換的積分運算，而符號 1{}− ⋅L 為反拉氏轉換

(inverse Laplace transform)，為拉氏轉換的逆運算。本研究將地下水方程式之時間項進行轉換如下式所示: 

( , , , ) ( , , ,0)£ s p s x y z p s x y z
t
∂  = ⋅ − ∂ 

 ....................................................................................................................... (4) 

將(1)式代入(5)中推得下式 

)£ ( , , ,s p s x y z p
t
∂  = ⋅ ∂ 

 ........................................................................................................................................... (5) 

同理，將常數 Q 進行拉氏轉換推得下式: 

£ ( ) ( )( ) ( ) Q x y
p

Q x y δ δδ δ 
  

=  ......................................................................................................................... (6) 

(5)-(6)式經拉普拉斯(Laplace)正轉換代入方程式(1)與邊界條件，推得下式： 
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[ ]
2 2 2 2

2 2 2
2 1

2 ( ) ( ) ( ) ( )
( )xx yy zz xy

s s s s QSps x y u z a u z b
x y p z zx y z

δ δ∂ ∂ ∂ ∂
Κ +Κ +Κ + Κ = − ⋅ − − −

∂ ∂ −∂ ∂ ∂
 ........................... (7.1) 

B.C. ( , , , ) 0s y z p±∞ =  ................................................................................................................................... (7.2) 

        ( , , , ) 0s x z p±∞ =  ................................................................................................................................... (7.3) 

       
( , ,0, ) ( , , , ) 0s x y p s x y L p

z z
∂ ∂

= =
∂ ∂

 ............................................................................................................ (7.4) 

P 表示地下水方程式經拉普拉氏(Laplace method)正轉換之參數；在此研究中，抽水井濾管深度為 z1 至 z2，因此

z 軸為有限範圍(Finite Range)，本研究利用有限傅利葉 cosine (finite Fourier cosine)進行正轉換，其定理如下: 

定理： [ ]
0

ˆ( ) ( ) ( ) cos( ) 0
L

F s z s w h z w z dz z L= = ⋅ ⋅ ≤ ≤∫ , nw
L
π

=  ................................................................... (8) 

L 為拘限含水層厚度，在 z 軸方向，濾管開口深度介於 z1 與 z2，因此本研究將此方程式 u (z − z2) − u (z − z1)代入

(8)式進行正轉換，如下式所示： 

[ ] [ ]2 1
0

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) cos( ) 0
L

F s z s w u z z u z z w z dz z L= = − − − ⋅ ⋅ ≤ ≤∫  ...................................................................... (9) 

重新整理並進行積分推得 

[ ] 2

1

ˆ( , , , ) ( , , , ) 1 cos( )
z

c
z

F s x y z p s x y w p w z dz= = ⋅ ⋅∫  ................................................................................................ (10) 

方程式(7.1)之二次微分方程之有限傅利葉正轉轉換如下所示： 

2
2

2
0

( ) ( ) ( ) ˆ( 1) ( )n

z L z

s z ds z ds zF w s w
dz dzz = =

 ∂
= − − − 

∂  
 ............................................................................................. (11) 

由方程式(7.4)得知，將邊界條件
( , ,0, ) ( , , , ) 0s x y p s x y L p

z z
∂ ∂

= =
∂ ∂

代入(11)式中，推得下式： 

2
2

2
( ) ˆ( )s zF w s w

z

 ∂
= − 

∂  
 .......................................................................................................................................... (12) 

將(10)與(12)式代入(7.1)式，推得  

2

1

2 2 2
2

2 2
2 1

ˆ ˆ ˆ ˆ2 ( ) ( ) ( ) cos( )
( )

z
xx yy xy zz

z

s s s QSp w s x y w z dz
x y p z zx y

δ δ∂ ∂ ∂
Κ +Κ + Κ = +Κ − ⋅ ⋅

∂ ∂ −∂ ∂ ∫  ................................ (13.1) 

 B.C. ˆ( , , , ) 0s y w p±∞ =  ................................................................................................................................... (13.2) 

      ˆ( , , , ) 0s x w p±∞ =  .................................................................................................................................. (13.3) 

在抽水試驗進行抽水時，假設邊界條件不影響抽水情況下，定義邊界條件為 x、y 軸無窮遠邊界；其邊界假設為

Dirichlet 定水頭邊界，利用傅立葉轉換將空間域轉換為頻率域，其傅立葉正、逆轉定義如下： 
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[ ]
2 2 2 2

2 2 2
2 1

2 ( ) ( ) ( ) ( )
( )xx yy zz xy

s s s s QSps x y u z a u z b
x y p z zx y z

δ δ∂ ∂ ∂ ∂
Κ +Κ +Κ + Κ = − ⋅ − − −

∂ ∂ −∂ ∂ ∂
 ........................... (7.1) 

B.C. ( , , , ) 0s y z p±∞ =  ................................................................................................................................... (7.2) 

        ( , , , ) 0s x z p±∞ =  ................................................................................................................................... (7.3) 

       
( , ,0, ) ( , , , ) 0s x y p s x y L p

z z
∂ ∂

= =
∂ ∂

 ............................................................................................................ (7.4) 

P 表示地下水方程式經拉普拉氏(Laplace method)正轉換之參數；在此研究中，抽水井濾管深度為 z1 至 z2，因此

z 軸為有限範圍(Finite Range)，本研究利用有限傅利葉 cosine (finite Fourier cosine)進行正轉換，其定理如下: 

定理： [ ]
0

ˆ( ) ( ) ( ) cos( ) 0
L

F s z s w h z w z dz z L= = ⋅ ⋅ ≤ ≤∫ , nw
L
π

=  ................................................................... (8) 

L 為拘限含水層厚度，在 z 軸方向，濾管開口深度介於 z1 與 z2，因此本研究將此方程式 u (z − z2) − u (z − z1)代入

(8)式進行正轉換，如下式所示： 

[ ] [ ]2 1
0

ˆ( ) ( ) ( ) ( ) cos( ) 0
L

F s z s w u z z u z z w z dz z L= = − − − ⋅ ⋅ ≤ ≤∫  ...................................................................... (9) 

重新整理並進行積分推得 

[ ] 2

1

ˆ( , , , ) ( , , , ) 1 cos( )
z

c
z

F s x y z p s x y w p w z dz= = ⋅ ⋅∫  ................................................................................................ (10) 

方程式(7.1)之二次微分方程之有限傅利葉正轉轉換如下所示： 

2
2

2
0

( ) ( ) ( ) ˆ( 1) ( )n

z L z

s z ds z ds zF w s w
dz dzz = =

 ∂
= − − − 

∂  
 ............................................................................................. (11) 

由方程式(7.4)得知，將邊界條件
( , ,0, ) ( , , , ) 0s x y p s x y L p

z z
∂ ∂

= =
∂ ∂

代入(11)式中，推得下式： 

2
2

2
( ) ˆ( )s zF w s w

z

 ∂
= − 

∂  
 .......................................................................................................................................... (12) 

將(10)與(12)式代入(7.1)式，推得  

2

1

2 2 2
2

2 2
2 1

ˆ ˆ ˆ ˆ2 ( ) ( ) ( ) cos( )
( )

z
xx yy xy zz

z

s s s QSp w s x y w z dz
x y p z zx y

δ δ∂ ∂ ∂
Κ +Κ + Κ = +Κ − ⋅ ⋅

∂ ∂ −∂ ∂ ∫  ................................ (13.1) 

 B.C. ˆ( , , , ) 0s y w p±∞ =  ................................................................................................................................... (13.2) 

      ˆ( , , , ) 0s x w p±∞ =  .................................................................................................................................. (13.3) 

在抽水試驗進行抽水時，假設邊界條件不影響抽水情況下，定義邊界條件為 x、y 軸無窮遠邊界；其邊界假設為

Dirichlet 定水頭邊界，利用傅立葉轉換將空間域轉換為頻率域，其傅立葉正、逆轉定義如下： 

 

 

1( ) [ ( )] ( )
2

i tF f t e f t dtωω
π

∞

−∞
= ℑ = ⋅∫  .............................................................................................................. (14.1) 

1 1( ) [ ( )] ( )
2

i tf t F e F dωω ω ω
π

∞− − ⋅

−∞
= ℑ = ⋅∫  ..................................................................................................... (14.2) 

其中 w 為頻域函數， ( )f t 為在(-∞, ∞)區域之函數，符號 {}ℑ ⋅ 表示的是傅立葉轉換的積分運算，而符號 1{}−ℑ ⋅
為反傅立葉轉換(inverse Fourier transform)，亦表示傅立葉轉換的逆運算。因此，將(13.1)式之 x 軸一階、二階偏

微分方程與 Dirac delta 函數利用正向傅立葉定理進行轉換，推得(15.1)-(15.3)式: 

),,,(~

)(
2
1)()(

2
1),,,(ˆ

pwysi

dxexfiexfdxexf
x

pwyxs xixixi

αα

α
ππ

ααα

=

⋅+=⋅′=





∂
∂

ℑ ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−  ........................................ (15.1)    

),,,(~)(

)(
2
1)()(

2
1),,,(ˆ

2

2

2

pwysi

dxeixfiexfdxexf
x

pwyxs xixixi

αα

αα
ππ

ααα

=

⋅⋅′+′=⋅′′=







∂

∂
ℑ ∫∫

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−   ................................ (15.2) 

[ ] 1 1( ) ( )
2 2

i xx x e dxαδ δ
π π

∞

−∞
ℑ = ⋅ =∫  ........................................................................................................... (15.3) 

將(8)-(10)式代入(7.3)式，重新整理推得(16.1)式： 

2

1

2
2 2

2
2 1

1( ) 2 ( ) ( ) ( ) cos( )
( )

z
xx yy xy zz

z

s s Qi s i Sp w s y w z dz
y p z zy

α α δ
π

∂ ∂
Κ +Κ + Κ = +Κ − ⋅ ⋅

∂ −∂ ∫
 

   .......................... (16.1) 

B.C. ( , , , ) 0s w pα ±∞ =  ...................................................................................................................................... (16.2) 

同理，將(16.1)式之 y 軸一階、二階偏微分方程與 Dirac delta 函數利用正向傅立葉定理進行轉換，推得(17.1)-(17.3)
式:  

2
2

2
( , , , ) ( ) ( , , , )s y w pF i s w p

y
α β α β

 ∂
= 

∂  





 ............................................................................................................ (17.1) 

( , , , ) ( ) ( , , , )s y w pF i s w p
x

α β α β∂  = ∂ 





 ................................................................................................................ (17.2) 

[ ] 1 1( ) ( )
2 2

i yF y y e dyβδ δ
π π

∞

−∞
= ⋅ =∫  ........................................................................................................... (17.3) 

將(17.1)- (17.3)式代入(16.1)式，重新整理推得(18)式: 

2

1

2 2 2
2 1

cos( )
1

2 ( ) 2

z

z

xx yy xy zz

w z dz
Qs

p z z Sp wπ α β αβ

⋅
= ⋅

− Κ +Κ + Κ + +Κ

∫
  ............................................................................... (18) 

α 與 β 示為地下水流方程式經正向傅立葉定理轉換所得之參數，本研究利用反向拉普拉式(inverse Laplace)與反

向傅立葉(inverse Fourier)、反向有限傅立葉(finite Fourier)將(18)式逆轉推求解析解方程式。在(18)式中，利用反

向傅立葉(inverse Fourier)將 β逆轉 y 軸向，推得下式： 
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2

1

2 2 2 22 1

2 2 2 2

2 2 2

cos( )
2 1( , , , ) exp( )

4 ( )2 ( )

( )
2 ( ) sinh( ( ) )

(
(

z

z xy

yy yy xx xy yy zz yy

yy
yy xx xy yy zz yy

yy

yy xx xy yy zz yy

Q w z dz
s y w p i y

p z z Sp w

signum
heaviside y y Sp w

Sp w
signum

πα α
ππ α α

α α

α α

⋅ ⋅ Κ
= ⋅ ⋅

⋅ − Κ Κ Κ −Κ +Κ +Κ Κ

Κ
− ⋅ ⋅ ⋅ Κ Κ −Κ +Κ +Κ Κ

Κ

Κ Κ −Κ +Κ +Κ Κ
+

∫

2
2 2 2 2

2

2 2 2 2

) ( )
) cosh( ( ) )

( )
sinh( ( ) )

yy
yy xx xy yy zz yy

yyYY

yy
yy xx xy yy zz yy

yy

signum
y Sp w

signum
y Sp w

α α

α α

 
 
 
 

Κ 
⋅ Κ Κ −Κ +Κ +Κ Κ ΚΤ 

 Κ
 + ⋅ Κ Κ −Κ +Κ +Κ Κ
 Κ
 

 

  ................................................................................................................................................................................ (19) 

在上式中，亥維賽步階函數(Heaviside step function)與 signum 函數中的絕對值 y、Kyy 與
2 2 2

yy xx xyK K Kα α− +
2

yy zz yyK Sp K K ω+ 恆大於零，因此亥維賽步階函數與 signum 等於 1，上式重新整理推得下式： 

2

1

2 2 2 22 1

2 2 2 2

2 2 2 2

cos( )
2 1( , , , ) exp( )

4 ( )2 ( )

1cosh( ( ) )

1sinh( ( ) )

z

z xy

yy yy xx xy yy zz yy

yy xx xy yy zz yy
yy

yy xx xy yy zz yy
yy

Q w z dz
s y w p i y

p z z Sp w

y Sp w

y Sp w

πα α
ππ α α

α α

α α

⋅ ⋅ Κ
= ⋅

⋅ − Κ Κ Κ −Κ +Κ +Κ Κ

 + ⋅ Κ Κ −Κ +Κ +Κ Κ Κ ⋅  
− ⋅ Κ Κ −Κ +Κ +Κ Κ 

Κ  

∫

 ............... (20) 

在(20)式中，雙曲正弦(sinh)與雙曲餘弦(cosh)之公式如下式: 

sinh( )
2

x xe ex
−−

=  .............................................................................................................................................. (21.1) 

cosh( )
2

x xe ex
−+

=  .............................................................................................................................................. (21.2) 

將(21.1)-(21.2)式代入(20)式中進行整理，推得下式： 

2

1

2 2 2 2

2 2 2 22 1

1exp( ( ) )cos( )
( , , , )

( )2 2 ( )

z xy
yy xx xy yy zz yy

z yy yy

yy xx xy yy zz yy

i y y Sp ww z dz
Qs y w p

p z z Sp w

α α α
α

π α α

Κ
− ⋅ Κ Κ −Κ +Κ +Κ Κ⋅ Κ Κ

= ⋅ ⋅
− Κ Κ −Κ +Κ +Κ Κ

∫  

  ................................................................................................................................................................................ (22) 

本研究利用反向拉普拉斯(Inverse Laplace)及褶積定理(convolution theorem )將(22)式之頻域函數 p 轉換為時間項

t，並對(22)式分解如下(23.1)式及(23.2)式，進行反向拉普拉斯轉換。 

2 2 2 2

1 1
2 2 2 2

1exp( ( ))
( ) [ ( )] [ ]

)
£

(
£

yy xx xy yy zz yy
yy

yy xx xy yy zz yy

y Sp w
f t F p

Sp w

α α

α α
− −

− ⋅ Κ Κ −Κ +Κ +Κ Κ
Κ

= =
Κ Κ −Κ +Κ +Κ Κ

 .............................................. (23.1) 

 

 

2

11 1

2 1
£ £

cos( )
( ) [ ( )] [ exp( )]

( )2 2

z

z xy

yy

w z dz
Qg t G p i y

p z z
α

π
− −

⋅ Κ
= = ⋅

− Κ

∫  ......................................................................... (23.2) 

在(23.1)式中，反向拉普拉式查表得知將參數 p 轉換時間 t 如下方程式: 

1 1

1 1exp( ( )) exp( )
4( ) [ ( )] [ ]

( )
£ £

a ap t
b b tf t F p

a tp
b

π
− −

− + − −
= = =

⋅
+

 ................................................................................ (24) 

在(23.1)式中，符合(24)之型式，令 

2 2 2 2

2

[( ) ]yy xx xy zz yy

yy

y w
G

αΚ Κ −Κ +Κ Κ
=

Κ
 ........................................................................................................... (25.1) 

2

yy

y SF ⋅
=

Κ
 ........................................................................................................................................................... (25.2) 

yy

yC =
Κ

 ............................................................................................................................................................. (25.3) 

將(23.1)式代入(24)式，重新整理推得: 

1 1 exp( ( ))
( ) [ ( )] [ ]

(
£ £

)
F p G

f t F p C
F p G

− − − ⋅ +
= =

⋅ +
 ..................................................................................................... (26) 

在(26)式中，利用反向拉普拉式(Inverse Laplace)進行轉換推求時間項 t，在拉普拉式定理之第一平移定理做技巧

性轉換如下： 
 

第一平移定理(First Shifting Theorem) 

0 0
)£[ ( )] ( ) ( ) ( ) (

b b b
st sta a at t t te f e e f dt a e e f d a F as b

a a a a

∞ ∞− −= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ −∫ ∫ ......................................................... (27) 

假設 b 等於零 

)£[ ( )] (tf a F as
a

= ⋅
1( ) [ ( )]£ tF as f
a a

⇒ = ............................................................................................................ (28) 

本研究利用第一平移定理及查表反向拉普拉式型式轉換將(24)式及(28)式，重新定義(26)式，推得 

1 1
exp( )exp( ( )) 4( ) [ ( )] [

)
£ £ ]

(

t FGF p G C F tf t F p C
F p G F tπ

− −
− −− ⋅ +

= = =
⋅ +

 ........................................................................ (29) 

將(25.1)-(25.3)式代入(29)式，推得： 

2 2 2 2( )
exp( )

41( )

yy xx xy zz yy

yy yy

yy

y St
S t

f t
S t

α ω

π

Κ Κ −Κ +Κ Κ
− −

⋅Κ ⋅Κ ⋅
=

⋅Κ

 ............................................................ (30) 
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2

1

2 2 2 22 1

2 2 2 2

2 2 2

cos( )
2 1( , , , ) exp( )

4 ( )2 ( )

( )
2 ( ) sinh( ( ) )

(
(

z

z xy

yy yy xx xy yy zz yy

yy
yy xx xy yy zz yy

yy

yy xx xy yy zz yy

Q w z dz
s y w p i y

p z z Sp w

signum
heaviside y y Sp w

Sp w
signum

πα α
ππ α α

α α

α α

⋅ ⋅ Κ
= ⋅ ⋅

⋅ − Κ Κ Κ −Κ +Κ +Κ Κ

Κ
− ⋅ ⋅ ⋅ Κ Κ −Κ +Κ +Κ Κ

Κ

Κ Κ −Κ +Κ +Κ Κ
+

∫

2
2 2 2 2

2

2 2 2 2

) ( )
) cosh( ( ) )

( )
sinh( ( ) )

yy
yy xx xy yy zz yy

yyYY

yy
yy xx xy yy zz yy

yy

signum
y Sp w

signum
y Sp w

α α

α α

 
 
 
 

Κ 
⋅ Κ Κ −Κ +Κ +Κ Κ ΚΤ 

 Κ
 + ⋅ Κ Κ −Κ +Κ +Κ Κ
 Κ
 

 

  ................................................................................................................................................................................ (19) 

在上式中，亥維賽步階函數(Heaviside step function)與 signum 函數中的絕對值 y、Kyy 與
2 2 2

yy xx xyK K Kα α− +
2

yy zz yyK Sp K K ω+ 恆大於零，因此亥維賽步階函數與 signum 等於 1，上式重新整理推得下式： 

2

1

2 2 2 22 1

2 2 2 2

2 2 2 2

cos( )
2 1( , , , ) exp( )

4 ( )2 ( )

1cosh( ( ) )

1sinh( ( ) )

z

z xy

yy yy xx xy yy zz yy

yy xx xy yy zz yy
yy

yy xx xy yy zz yy
yy

Q w z dz
s y w p i y

p z z Sp w

y Sp w

y Sp w

πα α
ππ α α

α α

α α

⋅ ⋅ Κ
= ⋅

⋅ − Κ Κ Κ −Κ +Κ +Κ Κ

 + ⋅ Κ Κ −Κ +Κ +Κ Κ Κ ⋅ 
− ⋅ Κ Κ −Κ +Κ +Κ Κ 

Κ  

∫

 ............... (20) 

在(20)式中，雙曲正弦(sinh)與雙曲餘弦(cosh)之公式如下式: 

sinh( )
2

x xe ex
−−

=  .............................................................................................................................................. (21.1) 

cosh( )
2

x xe ex
−+

=  .............................................................................................................................................. (21.2) 

將(21.1)-(21.2)式代入(20)式中進行整理，推得下式： 

2

1

2 2 2 2

2 2 2 22 1

1exp( ( ) )cos( )
( , , , )

( )2 2 ( )

z xy
yy xx xy yy zz yy

z yy yy

yy xx xy yy zz yy

i y y Sp ww z dz
Qs y w p

p z z Sp w

α α α
α

π α α

Κ
− ⋅ Κ Κ −Κ +Κ +Κ Κ⋅ Κ Κ

= ⋅ ⋅
− Κ Κ −Κ +Κ +Κ Κ

∫  

  ................................................................................................................................................................................ (22) 

本研究利用反向拉普拉斯(Inverse Laplace)及褶積定理(convolution theorem )將(22)式之頻域函數 p 轉換為時間項

t，並對(22)式分解如下(23.1)式及(23.2)式，進行反向拉普拉斯轉換。 

2 2 2 2

1 1
2 2 2 2

1exp( ( ))
( ) [ ( )] [ ]

)
£

(
£

yy xx xy yy zz yy
yy

yy xx xy yy zz yy

y Sp w
f t F p

Sp w

α α

α α
− −

− ⋅ Κ Κ −Κ +Κ +Κ Κ
Κ

= =
Κ Κ −Κ +Κ +Κ Κ

 .............................................. (23.1) 

 

 

2

11 1

2 1
£ £

cos( )
( ) [ ( )] [ exp( )]

( )2 2

z

z xy

yy

w z dz
Qg t G p i y

p z z
α

π
− −

⋅ Κ
= = ⋅

− Κ

∫  ......................................................................... (23.2) 

在(23.1)式中，反向拉普拉式查表得知將參數 p 轉換時間 t 如下方程式: 

1 1

1 1exp( ( )) exp( )
4( ) [ ( )] [ ]

( )
£ £

a ap t
b b tf t F p

a tp
b

π
− −

− + − −
= = =

⋅
+

 ................................................................................ (24) 

在(23.1)式中，符合(24)之型式，令 

2 2 2 2

2

[( ) ]yy xx xy zz yy

yy

y w
G

αΚ Κ −Κ +Κ Κ
=

Κ
 ........................................................................................................... (25.1) 

2

yy

y SF ⋅
=

Κ
 ........................................................................................................................................................... (25.2) 

yy

yC =
Κ

 ............................................................................................................................................................. (25.3) 

將(23.1)式代入(24)式，重新整理推得: 

1 1 exp( ( ))
( ) [ ( )] [ ]

(
£ £

)
F p G

f t F p C
F p G

− − − ⋅ +
= =

⋅ +
 ..................................................................................................... (26) 

在(26)式中，利用反向拉普拉式(Inverse Laplace)進行轉換推求時間項 t，在拉普拉式定理之第一平移定理做技巧

性轉換如下： 
 

第一平移定理(First Shifting Theorem) 

0 0
)£[ ( )] ( ) ( ) ( ) (

b b b
st sta a at t t te f e e f dt a e e f d a F as b

a a a a

∞ ∞− −= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ −∫ ∫ ......................................................... (27) 

假設 b 等於零 

)£[ ( )] (tf a F as
a

= ⋅
1( ) [ ( )]£ tF as f
a a

⇒ = ............................................................................................................ (28) 

本研究利用第一平移定理及查表反向拉普拉式型式轉換將(24)式及(28)式，重新定義(26)式，推得 

1 1
exp( )exp( ( )) 4( ) [ ( )] [

)
£ £ ]

(

t FGF p G C F tf t F p C
F p G F tπ

− −
− −− ⋅ +

= = =
⋅ +

 ........................................................................ (29) 

將(25.1)-(25.3)式代入(29)式，推得： 

2 2 2 2( )
exp( )

41( )

yy xx xy zz yy

yy yy

yy

y St
S t

f t
S t

α ω

π

Κ Κ −Κ +Κ Κ
− −

⋅Κ ⋅Κ ⋅
=

⋅Κ

 ............................................................ (30) 
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在(23.2)式中，利用反拉普拉式定理推得： 

2 2

1 11

2 1 2 1

cos( ) cos( )
( ) [ exp( )] exp( )

( )2 2 2 2 ( )
£

z z

z zxy xy

yy yy

w z dz Q w z dz
Qg t i y i y

p z z z z
α α

π π
−

⋅ ⋅ ⋅Κ Κ
= ⋅ =

− Κ Κ⋅ −

∫ ∫  ......................................... (31) 

將方程式(30)-(31)式代入褶積定理(convolution theorem)中，推得下式： 

2

1

2 2 22

102 1 2

cos( ) ( )
ˆ( , , , ) ( ) ( ) exp[ ]

4( ) 2 2

xy

YY
i yz

tz yy xx xy zz yy

yy yyyy

Q w z dz e wy S ds y w t g t f t
Sz z S

α

α τα τ
τπ

τ

Κ

Κ⋅ ⋅ ⋅ Κ Κ −Κ +Κ Κ
= ∗ = − −

⋅Κ ⋅ ⋅Κ− ⋅ Κ

∫
∫  

  ................................................................................................................................................................................ (32) 

本研究再利用反向傅利葉(Inverse Fourier)將(32)式之 α參數逆轉為 x 軸項，因此將(32)式代入(14.2)式中，整理為

下式所示。 

2

11

2 1

2 2 22

10
2

cos( )
1ˆ( , , , ) [ ( , , , )]
2 ( ) 2 2

( )
exp[ ]

4

xy

yy
i yz

z
x

yy

t yy xx xy zz yy i x

yy yy

Q w z dz e
s x y w t s y w t

z z S

wy S d e d
S

α

α

α
π π

α ττ α
τ

τ

Κ

Κ
∞−

−∞

−

⋅ ⋅ ⋅
= ℑ = ⋅

− ⋅ Κ

Κ Κ −Κ +Κ Κ
− − ⋅

⋅Κ ⋅ ⋅Κ

∫
∫

∫



 ......................................................... (33) 

將上式 α參數重新整理，推得 
2

1

2 2 2

1

2 1

[( )
2

10
2

cos( )
ˆ( , , , ) [ ( , , , )]

( ) 2 2

1exp[ ]
4 2

xy yy xx xy zz yy

yy yy yy

z

z
x

yy

i yt S Si x

yy

Q w z dz
s x y w t s y w t

z z S

y S de e e d e

τα ω τ
α

α

α
π

τα
τ π

τ

−

Κ Κ Κ −Κ Κ Κ
− −∞ Κ ⋅Κ ⋅Κ−

−∞

⋅ ⋅
= ℑ = ⋅

− ⋅ Κ

− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅Κ ⋅

∫

∫ ∫



 ..................................................... (34) 

在(34)式中虛線區域，利用反向傅利葉進行參數逆轉，重新整理如下式： 

2 2( )
( )1( )

2

xy yy xx xy

yy yy
i x y

Sf x e e d

α τ
α α

α
π

Κ Κ Κ −Κ
− − −∞ Κ ⋅Κ

−∞
= ⋅∫  .................................................................................................... (35) 

在反向傅利葉逆轉參數後，所得下列傅利葉逆轉之型式： 

2

2

1
4

1 1 1 1( ) [ ( )]
2 2

a
i a ef F e e d

a

ϑ

αϑ α
ϑϑ α α

π π

−
∞− − −

−∞
= ℑ = ⋅ =∫  .................................................................................. (36) 

令
xy

yy

K
x y

K
ϑ− = 、

2( )yy xx xy

yy

K K K
a

S K
τ−
=

⋅
，代入(36)式中，推得： 

2 2 2

22

( ( ) 2 )
1( ) exp[ ]

2 4(( ) )( )

xy xy
yy

yy yy yy

yy xx xyyy xx xy

S y xy x
S

f x
π ττ

Κ Κ
Κ − +

Κ Κ Κ
= ⋅ −

Κ Κ −ΚΚ Κ −Κ
......................................................... (37) 

 

 

將(37)式代入(34)式虛線區域內，整理推得： 
2

11 1
2

2 1

2 2 2

20

cos( )
ˆ( , , , ) [ ( , , , )] [ ( )]

4 ( ) ( )

2
exp[ ( )] exp( )

4

z

z
x

yy xx xy

t xx xy yy zz

yy xx xy

Q w z dz
s x y w t s y w t F

z z

y xy xS d
S

λα α
π

ω τ τ
τ τ

− −
⋅

= ℑ = ℑ =
− Κ Κ −Κ

Κ − Κ +Κ −Κ
− ⋅

Κ Κ −Κ

∫

∫



  ........................................................ (38) 

在(38)式中，令 

2 2

2

2
( )

4
xx xy yy

yy xx xy

y xy xSµ
τ

Κ − Κ +Κ
=

Κ Κ −Κ
 ....................................................................................................................... (39) 

在(39)式，對 μ進行微分，推得 

2 2

2 2

2
( )

4
xx xy yy

yy xx xy

y xy xSd dτ µ
µ

Κ − Κ +Κ
= −

Κ Κ −Κ
 ........................................................................................................... (40) 

將(39)-(40)式代入(38)式，整理推得 
2

11
2

2 1

2 2
2

20

cos( )
ˆ( , , , ) [ ( , , , )]

4 ( ) ( )

21exp( ( ))
4

z

z
x

yy xx xy

t xx xy yy
zz

yy xx xy

Q w z dz
s x y w t s y w t

z z

y xy xe w d
µ

α
π

µ
µ µ

−

−

⋅
= ℑ =

− Κ Κ −Κ

Κ − Κ +Κ−
⋅ −Κ

Κ Κ −Κ

∫

∫



 ...................................................................... (41) 

本研究進行時間 t 轉換，在(39)式中，當 

0τ µ= ⇒ ≈ ∞  .................................................................................................................................................... (42.1) 

2 2

2

2
( )

4
xx xy yy

yy xx xy

y xy xSt
t

τ µ
Κ − Κ +Κ

= ⇒ ≈
Κ Κ −Κ

 ........................................................................................................ (42.2) 

將(42.1)-(42.2)式代入(41)式中，得 

2

1

2 2

2

1
2

2 1

2 2 2( ) 24
2

cos( )
ˆ( , , , ) [ ( , , , )]

4 ( ) ( )

21exp( ( ))
4

xx xy yy

yy xx xy

z

z
x

yy xx xy

y xy xS
xx xy yyt

zz
yy xx xy

Q w z dz
s x y w t s y w t

z z

y xy xe d
µ

α
π

ω µ
µ µ

−

Κ − Κ +Κ −
Κ Κ −Κ

∞

⋅
= ℑ =

− Κ Κ −Κ

Κ − Κ +Κ−
⋅ −Κ

Κ Κ −Κ

∫

∫



 .................................................... (43) 

令 u
xxyy

t
S

xyxxyy

yyxyxx =
Κ−ΚΚ

Κ+Κ−Κ
)

2
(

4 2

22

， ζ=
Κ−ΚΚ

Κ+Κ−ΚΚ
2

22 )2(

xyxxyy

yyxyxxzz xxyy
將(43)式重新整理如下式所示： 

22

1

( )

1 4
2

2 1

cos( )
ˆ( , , , ) [ ( , , , )]

4 ( ) ( )

nz
L

z
x

u
yy xx xy

nQ z dz
eLs x y w t s y w t e d

z z

πζ
µ

µ

π

α µ
µπ

⋅
− −∞−

⋅
= ℑ = ⋅

− Κ Κ −Κ

∫
∫

 ........................................... (44) 

在有限邊界情況下，本研究利用有限傅利葉 cosine (finite Fourier cosine)進行逆轉換，其定理(n = 0 與 n > 0)如下

所示： 
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在(23.2)式中，利用反拉普拉式定理推得： 

2 2

1 11

2 1 2 1

cos( ) cos( )
( ) [ exp( )] exp( )

( )2 2 2 2 ( )
£

z z

z zxy xy

yy yy

w z dz Q w z dz
Qg t i y i y

p z z z z
α α

π π
−

⋅ ⋅ ⋅Κ Κ
= ⋅ =

− Κ Κ⋅ −

∫ ∫  ......................................... (31) 

將方程式(30)-(31)式代入褶積定理(convolution theorem)中，推得下式： 

2

1

2 2 22

102 1 2

cos( ) ( )
ˆ( , , , ) ( ) ( ) exp[ ]

4( ) 2 2

xy

YY
i yz

tz yy xx xy zz yy

yy yyyy

Q w z dz e wy S ds y w t g t f t
Sz z S

α

α τα τ
τπ

τ

Κ

Κ⋅ ⋅ ⋅ Κ Κ −Κ +Κ Κ
= ∗ = − −

⋅Κ ⋅ ⋅Κ− ⋅ Κ

∫
∫  

  ................................................................................................................................................................................ (32) 

本研究再利用反向傅利葉(Inverse Fourier)將(32)式之 α參數逆轉為 x 軸項，因此將(32)式代入(14.2)式中，整理為

下式所示。 

2

11

2 1

2 2 22

10
2

cos( )
1ˆ( , , , ) [ ( , , , )]
2 ( ) 2 2

( )
exp[ ]

4

xy

yy
i yz

z
x

yy

t yy xx xy zz yy i x

yy yy

Q w z dz e
s x y w t s y w t

z z S

wy S d e d
S

α

α

α
π π

α ττ α
τ

τ

Κ

Κ
∞−

−∞

−

⋅ ⋅ ⋅
= ℑ = ⋅

− ⋅ Κ

Κ Κ −Κ +Κ Κ
− − ⋅

⋅Κ ⋅ ⋅Κ

∫
∫

∫



 ......................................................... (33) 

將上式 α參數重新整理，推得 
2

1

2 2 2

1

2 1

[( )
2

10
2

cos( )
ˆ( , , , ) [ ( , , , )]

( ) 2 2

1exp[ ]
4 2

xy yy xx xy zz yy

yy yy yy

z

z
x

yy

i yt S Si x

yy

Q w z dz
s x y w t s y w t

z z S

y S de e e d e

τα ω τ
α

α

α
π

τα
τ π

τ

−

Κ Κ Κ −Κ Κ Κ
− −∞ Κ ⋅Κ ⋅Κ−

−∞

⋅ ⋅
= ℑ = ⋅

− ⋅ Κ

− ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
⋅Κ ⋅

∫

∫ ∫



 ..................................................... (34) 

在(34)式中虛線區域，利用反向傅利葉進行參數逆轉，重新整理如下式： 

2 2( )
( )1( )

2

xy yy xx xy

yy yy
i x y

Sf x e e d

α τ
α α

α
π

Κ Κ Κ −Κ
− − −∞ Κ ⋅Κ

−∞
= ⋅∫  .................................................................................................... (35) 

在反向傅利葉逆轉參數後，所得下列傅利葉逆轉之型式： 

2

2

1
4

1 1 1 1( ) [ ( )]
2 2

a
i a ef F e e d

a

ϑ

αϑ α
ϑϑ α α

π π

−
∞− − −

−∞
= ℑ = ⋅ =∫  .................................................................................. (36) 

令
xy

yy

K
x y

K
ϑ− = 、

2( )yy xx xy

yy

K K K
a

S K
τ−
=

⋅
，代入(36)式中，推得： 

2 2 2

22

( ( ) 2 )
1( ) exp[ ]

2 4(( ) )( )

xy xy
yy

yy yy yy

yy xx xyyy xx xy

S y xy x
S

f x
π ττ

Κ Κ
Κ − +

Κ Κ Κ
= ⋅ −

Κ Κ −ΚΚ Κ −Κ
......................................................... (37) 

 

 

將(37)式代入(34)式虛線區域內，整理推得： 
2

11 1
2

2 1

2 2 2

20

cos( )
ˆ( , , , ) [ ( , , , )] [ ( )]

4 ( ) ( )

2
exp[ ( )] exp( )

4

z

z
x

yy xx xy

t xx xy yy zz

yy xx xy

Q w z dz
s x y w t s y w t F

z z

y xy xS d
S

λα α
π

ω τ τ
τ τ

− −
⋅

= ℑ = ℑ =
− Κ Κ −Κ

Κ − Κ +Κ −Κ
− ⋅

Κ Κ −Κ

∫

∫



  ........................................................ (38) 

在(38)式中，令 

2 2

2

2
( )

4
xx xy yy

yy xx xy

y xy xSµ
τ

Κ − Κ +Κ
=

Κ Κ −Κ
 ....................................................................................................................... (39) 

在(39)式，對 μ進行微分，推得 

2 2

2 2

2
( )

4
xx xy yy

yy xx xy

y xy xSd dτ µ
µ

Κ − Κ +Κ
= −

Κ Κ −Κ
 ........................................................................................................... (40) 

將(39)-(40)式代入(38)式，整理推得 
2

11
2

2 1

2 2
2

20

cos( )
ˆ( , , , ) [ ( , , , )]

4 ( ) ( )

21exp( ( ))
4

z

z
x

yy xx xy

t xx xy yy
zz

yy xx xy

Q w z dz
s x y w t s y w t

z z

y xy xe w d
µ

α
π

µ
µ µ

−

−

⋅
= ℑ =

− Κ Κ −Κ

Κ − Κ +Κ−
⋅ −Κ

Κ Κ −Κ

∫

∫



 ...................................................................... (41) 

本研究進行時間 t 轉換，在(39)式中，當 

0τ µ= ⇒ ≈ ∞  .................................................................................................................................................... (42.1) 

2 2

2

2
( )

4
xx xy yy

yy xx xy

y xy xSt
t

τ µ
Κ − Κ +Κ

= ⇒ ≈
Κ Κ −Κ

 ........................................................................................................ (42.2) 

將(42.1)-(42.2)式代入(41)式中，得 

2

1

2 2

2

1
2

2 1

2 2 2( ) 24
2

cos( )
ˆ( , , , ) [ ( , , , )]

4 ( ) ( )

21exp( ( ))
4

xx xy yy

yy xx xy

z

z
x

yy xx xy

y xy xS
xx xy yyt

zz
yy xx xy

Q w z dz
s x y w t s y w t

z z

y xy xe d
µ

α
π

ω µ
µ µ

−

Κ − Κ +Κ −
Κ Κ −Κ

∞

⋅
= ℑ =

− Κ Κ −Κ

Κ − Κ +Κ−
⋅ −Κ

Κ Κ −Κ
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22

1

( )

1 4
2

2 1

cos( )
ˆ( , , , ) [ ( , , , )]

4 ( ) ( )

nz
L

z
x

u
yy xx xy

nQ z dz
eLs x y w t s y w t e d

z z

πζ
µ

µ

π

α µ
µπ

⋅
− −∞−

⋅
= ℑ = ⋅

− Κ Κ −Κ

∫
∫

 ........................................... (44) 

在有限邊界情況下，本研究利用有限傅利葉 cosine (finite Fourier cosine)進行逆轉換，其定理(n = 0 與 n > 0)如下

所示： 
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重新整理其解析解如下所示： 
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其中 s 為洩降水位[L]，W (u)為部分貫穿井之井函數(well function)，S 為拘限含水層之比儲水率[1/L]，t 為時間項

[T]，x 與 y 為觀測井對抽水井之相對座標。假設觀測井濾水管開孔深度為 '
1z 至 '

2z 公尺，在(47.3)式中，進行對 z
軸積分，此積分後推得觀測井之平均洩降水位，如下式所示: 
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2.2 Hantush井函數( Hantush well funtion)推導 

 
依據 2.1 節推導方程式中，(47.1)-(47.6)式表示三維非等向性、均質之水文地質情況中，井體內定量抽水之

洩降水位解析解表示式，而(48.1)-(48.2)式表示為不同距離觀測井觀測之洩降水位解析解表示式。在(47.4)-(47.6)

 

 

式中型式與 Hantush-Jacob 井函數 [Hantush and Jacob, 1955; Hantush, 1956]為相同，皆為非線性方程式如下式所

示[Hantush, 1955]： 
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式中 0K 第二類修正貝索函數(modified Bessel function of the second kind)，其中針對上述(49.1)-(49.2)式重新定義，

作為後續解析解洩降水位計算，(49.1)式亦可表示如下式： 
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在(36)式中，亦可表示如下式： 
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三、研究分析與討論 

上述理論針對均質、非等向性三維拘限含水層之部分貫穿井地下水方程式進行推導解析解，針對不同抽水

流量計算出對應洩降水位如(46)-(47.6)式，其中解析解之 Hantush 井函數係屬廣義性不完全 Gamma 函數

(Generalized Incomplete Gamma Function)，因此本研究針對 Hantush 井函數(50.2)-(51.2)式利用高斯-拉建德數值

積分(Gauss-Legendre Quadrature)推估，建立 Hantush 井函數之推估之適用範圍。另外針對在三維均質、非等向性

之拘限含水層中，依據抽水井不同開篩情況下，探討洩降水位之變化情形，詳細討論如后說明。 
 

3.1 Hantush井函數推估適用範圍 
 
本研究針對 Hantush 井函數(50.2)、(51.2)式利用高斯-拉建德數值積分(Gauss-Legendre Quadrature)推估逼近真實

函數值，其中主要推估函數中的空間領域[a,b]轉換為[-1,1]領域中，轉換後表示式如下所示： 
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其中 s 為洩降水位[L]，W (u)為部分貫穿井之井函數(well function)，S 為拘限含水層之比儲水率[1/L]，t 為時間項
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2.2 Hantush井函數( Hantush well funtion)推導 

 
依據 2.1 節推導方程式中，(47.1)-(47.6)式表示三維非等向性、均質之水文地質情況中，井體內定量抽水之
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式中 0K 第二類修正貝索函數(modified Bessel function of the second kind)，其中針對上述(49.1)-(49.2)式重新定義，
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三、研究分析與討論 

上述理論針對均質、非等向性三維拘限含水層之部分貫穿井地下水方程式進行推導解析解，針對不同抽水

流量計算出對應洩降水位如(46)-(47.6)式，其中解析解之 Hantush 井函數係屬廣義性不完全 Gamma 函數

(Generalized Incomplete Gamma Function)，因此本研究針對 Hantush 井函數(50.2)-(51.2)式利用高斯-拉建德數值

積分(Gauss-Legendre Quadrature)推估，建立 Hantush 井函數之推估之適用範圍。另外針對在三維均質、非等向性

之拘限含水層中，依據抽水井不同開篩情況下，探討洩降水位之變化情形，詳細討論如后說明。 
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Hantush 井函數係屬廣義性不完全 Gamma 函數，

依據(50.2)、(51.2)式中利用高斯-拉建德數值積分離 

散結果如(52.1)-(52.2)式以計算， W(u, )nx
L

假設如表 1

所示，當中 nx
L

假設為 0.001，u 假設為 0.0001、 

0.01、1、10，其中針對不同高斯點位(4,8,16,32,64,128, 
256)進行探討誤差性。由結果顯示當高斯點位為 256 點

時，其數值積分估算值與真實解誤差最小，考量數值運

算情形，假設誤差小於 1.00E-5，作為 Hantush 井函數估

算之方案，故本研究高斯點位以 32 點座標計算。 

另外本研究針對參數 u, nx
L

所對應代入井函數值

進行推估與解析解(以 MAPLE 數學軟體計算)比較以 

評估(50.2)、(51.2)式之適用範圍值，當中 u 及 nx
L

 

參 數 值 分 別 假 設 為 [0.000001, 0.000005, 0.00001, 
0.00005, 0.0001, 0.0005, 0.001, 0.005, 0.01, 0.05, 0.1, 0.5, 
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10]。經計算結果如圖 2 所示，以

四個斷面 A-A’(xn/L=0.002) 、 B-B’(xn/L=0.01) 、 C-
C’(xn/L=0.1)、D-D’(xn/L=1)所計算數值解與解析解比

較，以在(50.2)式中(如圖 2(A))，當 xn/L 在任何值情

況，當 u 值大於 0.0007 時所計算誤差微小約 0~10E-
8；而 u 值小於 0.0007 時，數值解呈現誤差較大，其

中以 xn/L =1 之誤差最大，約為 1.2。以(51.2)式中(如
圖 2(B))，當 xn/L 大於 0.2 時，u 任何值計算誤差微小

表 1 高斯-拉建德數值積分以不同高斯點位計算與解析解比較表 

高斯點數 
W(u, Xn/L) 

W(0.0001,0.001) W(0.01,0.001) W(1,0.001) W(10,0.001) 
4 1.19E-01 2.39E-01 5.06E-05 1.16E-11 
8 2.39E-02 1.91E-02 1.55E-07 3.00E-14 

16 2.88E-04 1.12E-03 2.10E-11 3.00E-14 
32 1.72E-06 3.56E-06 5.00E-14 3.00E-14 
64 4.74E-09 2.61E-07 5.00E-14 3.00E-14 

128 4.99E-13 1.07E-09 5.00E-14 3.00E-14 
256 1.93E-14 2.93E-14 5.00E-14 3.00E-14 

表 2 Hantush井函數推估值表 
u Xn/L=0.001 Xn/L=0.01 Xn/L=0.1 Xn/L=1 Xn/L=10 
0.000001 13.00309548441099 9.44248946032165 4.85413804940403 0.84204887648142 0.00003556012463 
0.000005 11.57948325178160 9.44134116971325 4.85413804940403 0.84204887648142 0.00003556012463 
0.00001 10.91087816685729 9.41757474042814 4.85413804940403 0.84204887648142 0.00003556012463 
0.00005 9.32133065413766 8.88273219746214 4.85413804940403 0.84204887648142 0.00003556012463 
0.0001 8.63072604691240 8.39825859726752 4.85413804940350 0.84204887648142 0.00003556012463 
0.0005 7.02292025828790 6.97500483220385 4.85299025193757 0.84204887648142 0.00003556012463 
0.001 6.33139602006806 6.30687771614010 4.82924292109232 0.84204887648142 0.00003556012463 
0.005 4.72604694698711 4.72124478704481 4.29599490732409 0.84204887648142 0.00003556012463 
0.01 4.03790583599624 4.03555693252102 3.81501652068086 0.84204887648089 0.00003556012463 
0.05 2.46789434934316 2.46748462811834 2.42706902470202 0.84094932322113 0.00003556012463 
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約 0~10E-10；當 xn/L 小於 0.2，且 u 值大於 0.03 時，

數值解呈現誤差較大，其中以 xn/L (0.002)之誤差最大，

約為 3.3。依據上述數值計算結果與解析解比較後，誤

差可接受範圍如(50.2)式適用範圍為 xn/L 在任何情況

下，u 值大於 0.0007；(51.2)式適用範圍為 xn/L 在任何

情況下，u 值小於 0.0007。依據(50.2)及(51.2)式所上述

所界定範圍，重新推算與解析解誤差值，結果詳如圖

2(C)，最大誤差值約為 2.01E-05，Hantush 井函數推估
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3.2 三維部分貫穿井於非等向、均質拘限含
水層之洩降水位推估 
 
依據上述針對部分貫穿井於三維拘限含水層進行

理論推導，水文地質條件假設為均質、非等向性，抽水

井洩降解析解推得結果如(46)-(47.6)式所示，觀測井洩

降水位表示如(48.1)-(48.2)式。本研究依據上述解析解

方程式，以定量抽水探討拘限含水層內抽水井井篩不

同(開篩 0-10m、10-20m、20-30m 及全開篩 0-30m)位置
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在非等向、均質之水文地質條件下，計算洩降水位變化

情形(如部分貫穿井於拘限含水層抽水示意圖如圖 3 所

示)，參數假設均質 Kxx 、Kxy、Kyy 及 Kzz 分別為 8.3E-
03 m/min、1.33E-05 m/min、3.33E-03 m/min 及 6.67E-
04 m/min，而儲水係數 S 假設均質為 0.000003 1/m、含

水層厚度為 30 m，抽水量假設為-1.5 m3/min 進行抽水

試驗模擬，其中以 Z 剖面(XY45°-Z 剖面)及 XY 剖面之

洩降水位進行討論，詳如圖 3 所示。圖 4、圖 5 為 XY45°-
Z 剖面及 XY 剖面(20m)之洩降水位變化圖，其中洩降

水位變化差異以開篩位置 10-20m 洩降水位最為顯著，

洩降水位約-0.18m，另於開篩位置 0-10m 及 20-30m 洩

降水位變化最小，洩降水位約-0.14m。若距離抽水井越

遠情況下，不同開篩的抽水導致洩降水位則為一致如

圖 5 之 XY 剖面(20m)所示。圖 6 表示為抽水井點位不

同時間之洩降水位值，由結果顯示假設抽水井開篩位

於鄰近阻水層(0-10m、20-30m)時，洩降水位比開篩位

於中間段(10-20m)小。 

 
圖 3 部分貫穿井於拘限含水層中之示意圖 

 

 
圖 4 拘限含水層 Z剖面(XY45°-Z剖面)洩降水位變化圖 

 
圖 5 拘限含水層 XY剖面(20m)洩降水位變化圖 
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圖 6 於拘限含水層中抽水井不同開篩推估洩降水位變化圖 

 

四、結論及建議 
 
以往探討均質、非等向性之水文參數中，進行抽水

描述洩降水位空間分布情況中，多採用 Papadopoulos 
(1965)理論探討完全貫穿井(full- penetrating well)在於

二維拘限含水層中進行參數推估或模擬抽水時所影響

洩降水位，鮮少討論部分貫穿井於上述水文地質條件

中描述抽水隨時間變化洩降水位行為。因此本研究針

對部分貫穿井(part- penetrating well)於三維拘限含水層

中進行理論推導求出近似解析解，其中解析解之

Hantush 井函數在數學理論稱為廣義性不完全 Gamma
函數，擬需高精度或數列級數方法求解，降低誤差性，

因此針對此函數利用高斯-拉建德數值積分數值方式求

解，其中針對 Hantush 井函數進行推導適用方程式

(50.2、51.2)進行推估與解析解比較，由結果顯示上述

方程式皆有適合使用區域範圍[(50.2)式適用範圍為

xn/L 在任何情況下，u 值大於 0.0007；(51.2)式適用範

圍為 xn/L 在任何情況下，u 值小於 0.0007]，精確值誤

差約為小於 2.01E-05。因此藉由部分貫穿井於三維拘

限含水層進行理論推導及 Hantush 井函數推估適用範

圍，評析定量抽水探討拘限含水層內抽水井井篩位置

在非等向、均質之水文地質條件下，洩降水位變化情

形，由結果顯示抽水井不同開篩情況下，於抽水井鄰近

空間洩降水位為不一致。 
因此本研究推導三維拘限含水層、均質、非等向

中，抽水井及觀測井假設部分貫穿井之解析解，後續可

依據現地設井不同開篩(抽水井及觀測井)部位，進行分

級試水及抽水試驗，進行逆推估不同觀測井開篩部位

水文地質微觀特性，反映現地真實之水文參數等應用。 
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在非等向、均質之水文地質條件下，計算洩降水位變化

情形(如部分貫穿井於拘限含水層抽水示意圖如圖 3 所

示)，參數假設均質 Kxx 、Kxy、Kyy 及 Kzz 分別為 8.3E-
03 m/min、1.33E-05 m/min、3.33E-03 m/min 及 6.67E-
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水層厚度為 30 m，抽水量假設為-1.5 m3/min 進行抽水
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同時間之洩降水位值，由結果顯示假設抽水井開篩位

於鄰近阻水層(0-10m、20-30m)時，洩降水位比開篩位

於中間段(10-20m)小。 

 
圖 3 部分貫穿井於拘限含水層中之示意圖 

 

 
圖 4 拘限含水層 Z剖面(XY45°-Z剖面)洩降水位變化圖 

 
圖 5 拘限含水層 XY剖面(20m)洩降水位變化圖 
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圖 6 於拘限含水層中抽水井不同開篩推估洩降水位變化圖 
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差約為小於 2.01E-05。因此藉由部分貫穿井於三維拘

限含水層進行理論推導及 Hantush 井函數推估適用範

圍，評析定量抽水探討拘限含水層內抽水井井篩位置

在非等向、均質之水文地質條件下，洩降水位變化情

形，由結果顯示抽水井不同開篩情況下，於抽水井鄰近

空間洩降水位為不一致。 
因此本研究推導三維拘限含水層、均質、非等向

中，抽水井及觀測井假設部分貫穿井之解析解，後續可

依據現地設井不同開篩(抽水井及觀測井)部位，進行分

級試水及抽水試驗，進行逆推估不同觀測井開篩部位

水文地質微觀特性，反映現地真實之水文參數等應用。 
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