
27 

農業工程學報｜第 66 卷 - 第 1 期｜

中 華 民 國 1 0 9 年 0 3 月 出 版

−1− 

動態接觸角經驗公式與非飽和孔隙介質流  
Empirical Functions of Dynamic Contact Angle and its application to  

unsaturated porous media flow 

 
 
 
 

國立臺灣大學 
生物環境系統工程學系 

研究助理 

黃 群 展 
Qun-Zhan Huang 

國立臺灣大學 
生物環境系統工程學系 

副教授 

許 少 瑜* 
Shao-Yiu Hsu

 
 
 
 

摘 要 

流體與固體表面之接觸角變為量測、量化此流體對於固體表之濕潤性。直接影響了孔隙

介質之毛細壓力。在許多涉及孔隙介質多相流之領域扮演了重要角色。傳統上，將接觸角視

為靜態；而動態接觸角—接觸角受界面移動影響之現象早已被發現、探討許久。並且有許多

推估動態接觸角與毛細數關係之經驗公式被提出與使用。本文回顧數個經驗公式與文獻中前

進角實驗結果。並舉沙柱實驗與一維入滲模式為例，模式中若加以動態效應將可以獲得更好

之模擬結果。 

關鍵詞：毛細壓力、濕潤性。 
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ABSTRACT 

The wettability of fluids on a surface is observed and quantify by the contact angle. The contact 
angle directly affects the capillary in a porous media and plays an important role in plenty regions 
which involve the multiphase transporting in a porous media. Traditionally, the contact angle is 
static in application, however, the dynamic contact angle is observed and wildly studied in the 
literatures. The literatures applied empirical formulas to depict the evolution of contact angel with 
the capillary number. Here we collected several empirical formulas and compared with the 
experiments from literature. We showed two experiments and 1-D models of the water infiltration 
through sand columns in the literatures. The results showed that the models incorporating the 
dynamic effect performed better. 
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一、前言 
 
濕潤現象在化學、物理與工程等領域都為重要的

議題，而表面化學特性是決定濕潤行為關鍵(Bonn et al., 
2009)。在許多涉及孔隙介質多相流之領域扮演了重要

角色(Abdelwahed et al., 2012, Geistlinger et al., 2016, R. 
Jarrett and D. Fritton, 1978, Pentland et al., 2011, Krevor 
et al., 2015)。非飽和土壤水傳輸中，考慮動態效應可以

獲得更好之模擬結果 (Delker et al., 1996, Hsu and 
Hilpert, 2011, Wallach et al., 2013)。Assouline et al. 
(2015) 指出新的科學知識應定量模式將生物物理與生

態相互作用在適當時間與空間尺度結合，有助永續之

灌溉策略。毛細作用為水分傳輸重要機制。Wallach et 
al. (2013) 比較不同濕潤性之孔隙介質以及不同滴灌速

率(點源入滲)下之對濕潤行為(羽流型態)影響，作者指

出動態入口壓力控制了羽流型態。Berezniak et al. 
(2018) 建構異質性土壤結構，使得作物區域之土壤鹽

分能藉由毛細驅動流排出，此技術有助於使用邊際水

源(鹽水，處理後汙水)灌溉，達到更高效使用水資源。

而毛細壓為非飽和水傳輸重要驅動力與多相濕潤特性

息息相關。 
接觸角 (contact angel) 可度量或模擬液體於表面

上之濕潤特性(Keller et al., 2007, Hilpert and Ben-David, 
2009)。對於準確描述非飽和孔隙介質水分傳輸，此毛

細壓 -含水量關係曲線 (保水曲線 )是重要的 (Van 
Genuchten, 1980, Watson, 1966)。一般接觸角量測或孔

隙介質之毛細特性多在靜態條件下進行，然而實際多

相流往往涉及了動態條件。且接觸角、毛細壓皆受動態

影響(Hoffman, 1975, Hoffman, 1983, Shi et al., 2018, Li 
et al., 2013, Cox, 2006, Seebergh and Berg, 1992, Vijaya 
and Baburaj, 2010, Delker et al., 1996)。我們常使用毛細

數(capillary number, Ca)作為一無因次速度在雙相流問

題中使用，Ca 其定義為黏滯力(viscosity force)與毛細力 
(capillary force)之比 

vCa µ
γ

=  ................................................................ (1) 

圖 1 展示了液-氣-固系統下，動態接觸角為毛細數 Ca 
(capillary number)之函數，同時以及隱含液珠於速度 

0 時具有遲滯角之現象 (前進角、後退角角度不

同)(Vijaya and Baburaj, 2010)。圖 12 為 Hoffman 於 1975
年發表之經典之動態前進角實驗(液-氣-固系統)，展現

了更大範圍的 Ca，與數種流體之動態前進角實驗結果。

Ca 與接觸角關係可以被數種簡單方程式描述。 

 
圖 1 汞-空氣-固體系統下，汞液珠遲滯現象與動態前進角、

後退角之實驗 (Vijaya and Baburaj, 2010) 

 

Blake and Haynes (1969)以分子動力學理論推導出

( )d sCa sinh(k cosθ -cosθ )∝ ；Jiang et al. (1979)以 tanh 函

數描述 Hoffman 實驗結果；Hoffman (1983)以分子動力

學理論理論描述 d dθ (θ [0, ])π∈ 與 Ca 之方程式；Voinov 
(1976)與 Cox (1986)以流體力學模型推導出關係式，對

於液-氣-固系統 3
dθ Ca∝ 。這些經驗公式於 Ca 不大時，

皆接近 cosθd Caβ∝ (Seebergh and Berg, 1992)。 

這些經驗公式被廣泛使用在考慮動態接觸角之議

題上(Shi et al., 2018, Li et al., 2013, Seebergh and Berg, 
1992, Jiang et al., 1979)。Bico and Quéré (2001)利用動

態接觸角，解釋了垂直毛細管中一液珠(slug)落下之運

動行為。Dos Santos et al. (2005)應用動態接觸角經驗公

式模擬毛細管中毛細上升，相對於靜態毛細壓力結果，

考慮動態毛細壓力減緩了毛細上升之速率，延長了平

衡時間。Chebbi (2007)利用動態接觸角經驗公式，推導

出 考 慮 動 態 接 觸 角 之 Lucas–Washburn 方 程 式 
(Washburn, 1921)於短時間(Ca 大)與大時間(Ca 小)之解

析解。Hilpert and Ben-David (2009)利用毛細管束模型

模擬水珠入滲，考慮動態接觸角下獲得更好結果。Hsu 
and Hilpert (2011)利用動態接觸角修正 Green Ampt 模
式(GA 模式)之毛細壓力，使其可以隨速度變化。孔隙

介質多相流模式中，若加以動態效應將可以獲得更好

之模擬結果。 
本文首先介紹毛細壓力，接觸角遲滯，動態接觸

角，並整理數個動態接觸角之理論與經驗公式，本文另

利用調整 van Genuchten 模式(VG 模式)之形式獲得一

新動態接觸角描述式，並使用 Hoffman (1975)文獻中之

實驗資料擬合。我們同時連結動態接觸角對於土壤毛

細壓力之影響。最後以以沙柱實驗、一為入滲模式：
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Washburn equation、Hsu and Hilpert (2011)之修正型 GA
模式，介紹動態毛細壓力對於入滲之影響。 

 

二、動態接觸角 
 

2.1 毛細壓力與接觸角關係 
 
物質表面分子受同種與不同種物質之吸引力，此

作用力分別稱為內聚力 (cohesive forces)與附著力

(adhesive forces)作用。以水-氣體界面為例子，位於液

體表面上的分子其所受淨力並不為零，液面分子有向

內之作用力，使液體表傾向於擁有最小面積，直到分子

間的排斥力與此作用力相抵為止。表面張力 γ 可定義

為：等溫下，每增單位加面積 (ΔA)所做之功 (W) 
(Ebnesajjad, 2011)。 

Wγ=
ΔA

 ................................................................... (2) 

位於固-液體-氣體之接觸位置(圖 2)為三個表面相會點

(相交線)，固-液界面、固-氣界面、與液-氣界面上分別

有 slγ 、 svγ 、與 lvγ 表面張力。三張力平衡於一接觸角

θ。楊格方程式(Young’s equation)描述了此平衡關係： 

cos -lv sv slγ θ γ γ=  ................................................. (3) 

coslvγ θ 可用來描述沿固體表面取代另一相之濕潤張

力( -sv slγ γ )。因此接觸角較小之液體(或氣體)，在此

組合下，容易濕潤固體表面(稱為濕潤相)，反之大於

90°者為非濕潤相。常使用平衡展布係數(equilibrium 
spreading coefficient) Seq 區分不同的濕潤狀態，其代表

了表面自由能(surface free energy) svγ 對應完全濕潤之

關係(Bonn et al., 2009)。 

- ( ) (cos -1)eq sv sl lv lv eqS γ γ γ γ θ≡ + =  .................... (4) 

此相交曲面形成雙相之月面(meniscus)型態。著名的楊

格—拉普拉斯方程式描述平均曲率 H 之造成表面內外

之壓力差 PC 

- 2C in outP P P Hγ= =  ........................................ (5.1) 

 

 
圖 2 表面之平衡接觸角 

1 1

1 1 1
2

H
R R

 
= + 

 
 ................................................ (5.2) 

其中 1R 與 2R 為主曲率半徑。 
在孔隙介質中，我們常將模型簡化成一個半徑 r 之

毛細管，毛細管中月面(meniscus)能形成的毛細壓力為 

2 coslv
cP

r
γ θ

=  ....................................................... (6) 

毛細壓力在造成大家熟知毛細上升現象。 CP 扮演將液

體提升(下降)的角色。由式(6)，我們可以知道接觸角直

接影響 CP ，如 ( )cos 0 =1時 CP 強度最大； ( )cos / 2 1π =
時 CP =0。同時影響流體傳輸，如式(9)中 dh/dt 與 CP 之

關係，當 CP 大時，液面速度將會較快。拉動液體向上

的毛細壓力 CP 與靜水壓 hP ghρ= 在一定高度 heq 達成

平衡，即式(7)，也就是著名的 Jurinʼs law (Jurin, 1718)。 

eq
2 cos

h = lv eq

gr
γ θ
ρ

 ................................................... (7) 

式(7)θeq 為平衡時接觸角，g 代表重力加速度，液體密

度 ρ，垂直毛細管之半徑 r。Washburn (1921)利用

Poiseuilleʼs Law 描述毛細作用液面移動情形。同樣以

毛細上升為例子，液面速度 (dh/dt)  

2dh
dt 8

h cP Pr
hη
+

=  .................................................... (8) 

η為液體黏滯係數(dynamic viscosity)。 
我們常用幾個特徵值來表述系統中表面張力作用

是否重要、顯著。毛細長度(Capillary length) cλ 為一特

徵長度， cλ 描述重力與表面張力之平衡(Bonn et al., 
2009) 

c g
γλ
ρ

=
∆

 ........................................................... (9) 

Δρ 為兩流體密度差異，在空氣-液體系統中Δρ ρ≅ 。

邦德數(Bond number) Bo 為徹體力(body force)表面張力

之比值 

2
cgr

Bo
ρ
γ

∆
=  ........................................................ (10) 

特徵長度 cr 通常為曲率半徑。韋伯數(Weber number) 
為慣性力與表面張力之比 

2v lWe ρ
γ

=  ........................................................... (11) 

−5− 

We 中特徵長度 l 常使用液珠直徑。We 越小表示表面

張力作用越顯著。反之， We 1 時表面張力作用可以

忽略。 
 

2.2 接觸角遲滯現象 
 
當液面、接觸線移動時，接觸角會受移動方向與速

度影響(圖 6)，如圖 3 中液珠(欲)移動方向之上游與下

游之接觸角將會不同，此被稱為接觸角之遲滯現象。由

交界處移動方向，前進者稱為前進角(advancing contact 
angle, θa)；後退者稱為後退角(receding contact angle, 
θr)，兩角度並不相等 ( )a rθ θ> 。此造成液珠或氣泡停駐

於非水平固體表面上，如鏡面上的水珠、杯子中的氣泡

等常見的現象。接觸角 θ 介於 ,r aθ θ   將之間。

Macdougall and Ockrent (1942)確認了 aθ 與 rθ 在決定液

珠是否掉落之關鍵傾角 cϑ ，並發現當處於 cϑ 時，液珠

上下游之接觸角總是為 aθ 與 rθ 。Bikerman (1950)描述

了其接觸線之演變：一開始位於水平平面之液珠有著

接觸角 aθ 。稍微傾斜平面後，下游接觸線向前移動，

然而上游接觸線能維持在原處。新的平衡將會形成下

游接觸線型態卻不再是圓形(圖 4(b))。而當下游接觸線

型態成為圖 4(c)之形狀後又持續向下移動。Dussan V 
and Chow (1983)之研究納入接觸角遲滯與線性速度相

依之動態接觸角，描述液珠移動條件與後續運動行為。 
前進角與後退角差 ( )-a rθ θ 稱為遲滯角(contact  

 

 
圖 3 前進角與後退角示意圖 

 

 
圖 4 液珠形狀(鳥瞰圖)。(a)水平時(b)微微傾斜(c)等速滑動。

(Bikerman, 1950) 

angle hysteresis) (Blake, 2006, Eral and Oh, 2013, Gao and 
McCarthy, 2006)。一般認為遲滯角是由於表面粗糙

(rough)，以及表面化學特性之異質性(heterogeneous)造
成。而液面移動需克服前進/後退之門檻接觸角，即接

觸角需大於門檻前進角，或小於門檻後退角(Eral and 
Oh, 2013)。圖 5 展現利用平板法量(準靜態下)測液體於

表面上造成之張力，顯示了液面前進與後退之差異(遲
滯張力 ( )yH cos - coslv r a≡ γ θ θ 。多數系統中 yH / lvγ 約

莫為 0.1，同時這代表了若 aθ 小於 o20 時， rθ 幾乎為 o0 ，

因此接觸線無法退後(Bonn et al., 2009)。 

Hy 這遲滯力除造成如圖 3 中的液珠，停駐在斜面

上不滾落(直到重力分量於移動方向上與 Hy 相等)外，

在孔隙介質中，此將影響多相流傳輸，如毛細管中的液

珠移動，前進角與後退角造成液珠兩端形成一壓力差

ΔP 抵抗液珠移動，為 Jamin effect (Smith and Crane, 
1930)的原因之一。 

( )2 cos - cos
ΔP= lv a r

r
γ θ θ  .................................... (12) 

如 Hsu et al. (2011)雙孔通道模型(pore doublet model)之
一通道中設置液珠，量測了二維與三維之遲滯角、動態 
 

 
圖 5 液體於表面上前進與後退之量測張力 (Moulinet et al., 

2004, Bonn et al., 2009) 

 
圖 6 接觸角遲滯現象示意圖。毛細數Ca、速度𝒗𝒗𝒗𝒗、黏滯係數

𝝁𝝁𝝁𝝁、表面張力𝛔𝛔𝛔𝛔。(Eral and Oh, 2013) 
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Washburn equation、Hsu and Hilpert (2011)之修正型 GA
模式，介紹動態毛細壓力對於入滲之影響。 

 

二、動態接觸角 
 

2.1 毛細壓力與接觸角關係 
 
物質表面分子受同種與不同種物質之吸引力，此

作用力分別稱為內聚力 (cohesive forces)與附著力

(adhesive forces)作用。以水-氣體界面為例子，位於液

體表面上的分子其所受淨力並不為零，液面分子有向

內之作用力，使液體表傾向於擁有最小面積，直到分子

間的排斥力與此作用力相抵為止。表面張力 γ 可定義

為：等溫下，每增單位加面積 (ΔA)所做之功 (W) 
(Ebnesajjad, 2011)。 

Wγ=
ΔA

 ................................................................... (2) 

位於固-液體-氣體之接觸位置(圖 2)為三個表面相會點

(相交線)，固-液界面、固-氣界面、與液-氣界面上分別

有 slγ 、 svγ 、與 lvγ 表面張力。三張力平衡於一接觸角

θ。楊格方程式(Young’s equation)描述了此平衡關係： 

cos -lv sv slγ θ γ γ=  ................................................. (3) 

coslvγ θ 可用來描述沿固體表面取代另一相之濕潤張

力( -sv slγ γ )。因此接觸角較小之液體(或氣體)，在此

組合下，容易濕潤固體表面(稱為濕潤相)，反之大於

90°者為非濕潤相。常使用平衡展布係數(equilibrium 
spreading coefficient) Seq 區分不同的濕潤狀態，其代表

了表面自由能(surface free energy) svγ 對應完全濕潤之

關係(Bonn et al., 2009)。 

- ( ) (cos -1)eq sv sl lv lv eqS γ γ γ γ θ≡ + =  .................... (4) 

此相交曲面形成雙相之月面(meniscus)型態。著名的楊

格—拉普拉斯方程式描述平均曲率 H 之造成表面內外

之壓力差 PC 

- 2C in outP P P Hγ= =  ........................................ (5.1) 

 

 
圖 2 表面之平衡接觸角 

1 1

1 1 1
2

H
R R

 
= + 

 
 ................................................ (5.2) 

其中 1R 與 2R 為主曲率半徑。 
在孔隙介質中，我們常將模型簡化成一個半徑 r 之

毛細管，毛細管中月面(meniscus)能形成的毛細壓力為 

2 coslv
cP

r
γ θ

=  ....................................................... (6) 

毛細壓力在造成大家熟知毛細上升現象。 CP 扮演將液

體提升(下降)的角色。由式(6)，我們可以知道接觸角直

接影響 CP ，如 ( )cos 0 =1時 CP 強度最大； ( )cos / 2 1π =
時 CP =0。同時影響流體傳輸，如式(9)中 dh/dt 與 CP 之

關係，當 CP 大時，液面速度將會較快。拉動液體向上

的毛細壓力 CP 與靜水壓 hP ghρ= 在一定高度 heq 達成

平衡，即式(7)，也就是著名的 Jurinʼs law (Jurin, 1718)。 

eq
2 cos

h = lv eq

gr
γ θ
ρ

 ................................................... (7) 

式(7)θeq 為平衡時接觸角，g 代表重力加速度，液體密

度 ρ，垂直毛細管之半徑 r。Washburn (1921)利用

Poiseuilleʼs Law 描述毛細作用液面移動情形。同樣以

毛細上升為例子，液面速度 (dh/dt)  

2dh
dt 8

h cP Pr
hη
+

=  .................................................... (8) 

η為液體黏滯係數(dynamic viscosity)。 
我們常用幾個特徵值來表述系統中表面張力作用

是否重要、顯著。毛細長度(Capillary length) cλ 為一特

徵長度， cλ 描述重力與表面張力之平衡(Bonn et al., 
2009) 

c g
γλ
ρ

=
∆

 ........................................................... (9) 

Δρ 為兩流體密度差異，在空氣-液體系統中Δρ ρ≅ 。

邦德數(Bond number) Bo 為徹體力(body force)表面張力

之比值 

2
cgr

Bo
ρ
γ

∆
=  ........................................................ (10) 

特徵長度 cr 通常為曲率半徑。韋伯數(Weber number) 
為慣性力與表面張力之比 

2v lWe ρ
γ

=  ........................................................... (11) 
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We 中特徵長度 l 常使用液珠直徑。We 越小表示表面

張力作用越顯著。反之， We 1 時表面張力作用可以

忽略。 
 

2.2 接觸角遲滯現象 
 
當液面、接觸線移動時，接觸角會受移動方向與速

度影響(圖 6)，如圖 3 中液珠(欲)移動方向之上游與下

游之接觸角將會不同，此被稱為接觸角之遲滯現象。由

交界處移動方向，前進者稱為前進角(advancing contact 
angle, θa)；後退者稱為後退角(receding contact angle, 
θr)，兩角度並不相等 ( )a rθ θ> 。此造成液珠或氣泡停駐

於非水平固體表面上，如鏡面上的水珠、杯子中的氣泡

等常見的現象。接觸角 θ 介於 ,r aθ θ   將之間。

Macdougall and Ockrent (1942)確認了 aθ 與 rθ 在決定液

珠是否掉落之關鍵傾角 cϑ ，並發現當處於 cϑ 時，液珠

上下游之接觸角總是為 aθ 與 rθ 。Bikerman (1950)描述

了其接觸線之演變：一開始位於水平平面之液珠有著

接觸角 aθ 。稍微傾斜平面後，下游接觸線向前移動，

然而上游接觸線能維持在原處。新的平衡將會形成下

游接觸線型態卻不再是圓形(圖 4(b))。而當下游接觸線

型態成為圖 4(c)之形狀後又持續向下移動。Dussan V 
and Chow (1983)之研究納入接觸角遲滯與線性速度相

依之動態接觸角，描述液珠移動條件與後續運動行為。 
前進角與後退角差 ( )-a rθ θ 稱為遲滯角(contact  

 

 
圖 3 前進角與後退角示意圖 

 

 
圖 4 液珠形狀(鳥瞰圖)。(a)水平時(b)微微傾斜(c)等速滑動。

(Bikerman, 1950) 

angle hysteresis) (Blake, 2006, Eral and Oh, 2013, Gao and 
McCarthy, 2006)。一般認為遲滯角是由於表面粗糙

(rough)，以及表面化學特性之異質性(heterogeneous)造
成。而液面移動需克服前進/後退之門檻接觸角，即接

觸角需大於門檻前進角，或小於門檻後退角(Eral and 
Oh, 2013)。圖 5 展現利用平板法量(準靜態下)測液體於

表面上造成之張力，顯示了液面前進與後退之差異(遲
滯張力 ( )yH cos - coslv r a≡ γ θ θ 。多數系統中 yH / lvγ 約

莫為 0.1，同時這代表了若 aθ 小於 o20 時， rθ 幾乎為 o0 ，

因此接觸線無法退後(Bonn et al., 2009)。 

Hy 這遲滯力除造成如圖 3 中的液珠，停駐在斜面

上不滾落(直到重力分量於移動方向上與 Hy 相等)外，

在孔隙介質中，此將影響多相流傳輸，如毛細管中的液

珠移動，前進角與後退角造成液珠兩端形成一壓力差

ΔP 抵抗液珠移動，為 Jamin effect (Smith and Crane, 
1930)的原因之一。 

( )2 cos - cos
ΔP= lv a r

r
γ θ θ  .................................... (12) 

如 Hsu et al. (2011)雙孔通道模型(pore doublet model)之
一通道中設置液珠，量測了二維與三維之遲滯角、動態 
 

 
圖 5 液體於表面上前進與後退之量測張力 (Moulinet et al., 

2004, Bonn et al., 2009) 

 
圖 6 接觸角遲滯現象示意圖。毛細數Ca、速度𝒗𝒗𝒗𝒗、黏滯係數

𝝁𝝁𝝁𝝁、表面張力𝛔𝛔𝛔𝛔。(Eral and Oh, 2013) 
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接觸角隨為驅動流量之改變，並且觀察到當驅動流量

夠大時，方能使液珠開始移動，反之則被束縛在原地。 
 

2.3 動態接觸角與毛細數關係式 
 
當液面開始移動，此時接觸角稱為動態接觸角(θd

標示)，動態前進角接觸角隨著 Ca 而增加，根據式(6)
毛吸壓力強度降低，反之 Ca 減小時毛吸壓力強度上

升，因此動態接觸角之效應扮演了阻尼之角色。

Hoffman (1975) 展示其實驗結果，θd-Ca 關係再利用平

移函數 F(θs)調整後，可利用一曲線描述動態接觸角與

毛細數(Capillary number, Ca)之函數(圖 12)。圖 1 可見

動態前進與後退接觸角應以兩條曲線分別描述。許多

研究也將其表達為毛細數之函數 (Hoffman, 1975, 
Hoffman, 1983, Shi et al., 2018, Li et al., 2013, Cox, 2006, 
Seebergh and Berg, 1992)。理論公式可分為分子動力學

模型(Hoffman, 1983)與流體力學模型(Cox, 1986)。實務

上，許多研究採用經驗公式描述 dθ 隨 Ca (或特定 Ca 範

圍內)之變化。我們於表 1 中收集了數種動態接觸角與

Ca 描述方程式。 

表 1  動態接觸角與毛細數關係方程式 
參考文獻 經驗公式 條件 圖圖使用參數 

Cox (1986) 
( ) ( ), - , 9 ln macro

d s
micro

lg g Ca
lη ηθ λ θ λ

 
= ⋅   

 
， 

( )ηg θ,λ 由式(15.2)式(15.3)決定 

--- ln =9macro

micro

l
l

 
  
 

 

Voinov (1976) 
( ) ( )- 9 ln macro

d s
micro

lg g Ca
l

θ θ
 

= ⋅   
 

， 

( )ηg θ,λ 由式(16)決定 

液-氣-固 ln =9macro

micro

l
l

 
  
 

 

Cox (1986) 
(Cox & Voinov law ) 

3 3- 9 ln macro
d s

micro

lCa
l

θ θ
 

= ⋅   
 

 
液-氣-固 
θd＜135˚ 

ln =9macro

micro

l
l

 
  
 

 

Brochard-Wyart and 
de Gennes (1992) 

2 2( - ) 6 ln macro
d d s

micro

lCa
l

θ θ θ
 

= ⋅   
 

 θs << 1 ln =10macro

micro

l
l

 
  
 

 

Bico and Quéré (2001) 3 3- 6 ln macro
d s

micro

lCa
l

θ θ
 

= ⋅   
 

 low Ca、毛細管 無繪圖 

Hoffman (1983) 

( )

( ) ( )

o

0 o

2 sinh 90

2 sinh 1 cot(180 - ) 90

d

d d

u for
kCa

u for
k

κ θ

κ θ θ

 <= 
 × + ≥


 

( )cos - coss du k θ θ=  

液-氣-固 
k = 2.0258；κ = 0.01 

(γ = 21, T = 298, G = 5.71) 

( )2 cos coss dCa κ θ θ= −  Ca 很小 無繪圖 

( )2 22 s dCa κ θ θ= −  小角度 無繪圖 

Jiang et al. (1979) ( )cos cos tanh
cos 1

s d

s
Caβθ θ

α
θ
−

=
+

 
We < 0.001， 

Bo < 0.1 α = 4.96；β = 0.702 

Kistler (1993) 
cos cos tanh

cos 1 1
s d

s

Ca
Ca

βθ θ
α

θ

 −   =   + +  

 

--- α = 5.16；β = 0.702 

Tanner (1979) a Caβθ α=  Ca < 0.01 無繪圖 

Seebergh and Berg 
(1992) 

cos cos
cos 1

s d

s
Caβθ θ

α
θ
−

=
+

 
Ca < 0.001 α = 4.96；β = 0.702 

本文 
1 1-cos cos 1

cos 1

n ns d

s

Ca
a

θ θ
θ

−
 −

= + 
+   

 
n>1, a>1 a = 60；n = 1.72 
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2.3.1 流體力學模型 
流體力學模型考慮接觸線附近，表面張力與黏滯

力等作用下對於雙相之界面型態之影響。Tanner (1979)
利用流體力學分析「矽油油滴於水平表面擴散之實

驗」，獲得一比例定律(scaling laws)：油滴半徑與接觸

角為時間次方之函數。利用此關係可得出 ddR/dt θm∝ ，

此被稱為 Tannerʼs Law。進一步可以表達為 

dθ Ca β∝  ............................................................ (13) 

然而式(13)只適用於 Ca 很小時。潤滑比例 β Kavehpour 
(2003)之實驗與Voinov (1976)、Goodwin and Homsy (1991)
等流體力學模型給出 β = 1/3 。He and Hadjiconstantinou 
(2003)使用分子動力學模式(molecular dynamics model)
模擬，得到 β = 0.29 。 

對於液-氣-固系統，運動方程式為(Chebbi, 2003, 
Bonn et al., 2009, Voinov, 1976, Cox, 1986, Tanner, 1979) 

2p = η , u = 0u∆ ∇ ∇⋅  ......................................... (14.1) 

p = γH  .............................................................. (14.2) 

p 為壓力、u 為速度。邊界條件常考慮，在 y = 0，u = 
-U；對於 A、B 流體之界面( y = h(x) )假設為非滑動邊

界( du/dy = 0 )。Voinov (1976) 推倒出導出小液滴在平

面上擴散行為(液-氣-固系統)，接觸角變化與毛細數之

解析，Voinov 導出之解析解符合實驗觀測。Cox (1986)
則更推廣至兩種流體 A、B，與不同情境之濕潤行為。

如圖 7，Cox 考慮其黏滯係數比 ηλ ，於一固體表面上之

取代行為，包含(a)液滴水平平面擴散、(b)傾斜之平面、

(c)管中兩相之月面、(d)兩相流體間之移動固體(e)兩平

行板中之被擠壓液珠。Cox (1986) 推導出 dθ 與 Ca 關

係為 

( ) ( )d sθ   θ  = Ca ln macro

micro

l
g g

l
 

− ⋅  
 

 ................... (15.1) 

 

 
圖 7 流體力學之動態接觸角模型。於接觸線附近，視接觸

角 apθ 為動態接接觸角 dθ 。 

( ) ( )
θ

η
0 η

θθ,λ =
θ,λ
dg

f∫  ....................................... (15.2) 

( )
( ) ( ){ }

( ) ( )

2 2 2 2

2 2

,

2sin - sin 2 - sin

- sin - sin cos ( - sin cos )

f

A

A

η

η η θ

η θ

θ λ

θ λ θ θ λ θ π θ θ

λ θ θ π θ θ θ θ θ θ

≡

 + + + 

 + + 
  .......................................................................... (15.3) 

其中我們令 ( ) 2
θA sinπ θ θ = − + 。對於液-氣-固之系

統，黏滯係數比 ηλ 甚小(空氣比上液體)則得到 Voinov 

(1976)之模式使用函數 ( ), ~ 0g ηθ λ  

( )
0

( sin cos ), ~ 0
2sin

g d
θ

η
θ θ θθ λ θ

θ
−

= ∫  ................. (16) 

對於 dθ <3π/4 之系統 ( ) 3 / 9g θ θ≅ (Cox, 2006, Cox, 
1986)，此近似之誤差在大角度時小於 1% (Voinov, 
1976)。利用此近似式 

3 3
d s- =9 ln macro

micro

l
Ca

l
θ θ

 
⋅  

 
 ...................................... (17) 

此被稱為 Cox-Voinov Law 。式 (17) 中長度尺度 

ln macro

micro

l
l

 
 
 

 被當作擬合參數使用，如 Bonn et al. (2009) 

使用  ln 4macro

micro

l
l

 
≅ 

 
。Brochard-Wyart and de Gennes 

(1992) 對於 sθ 1 2 2
d d s 6 ln( ) = macro

macro
Ca

l
l

θ θ θ
 
 


−


⋅  ... (18) 

Bico and Quéré (2001)針對毛細管給予 

3 3 l6 n macro

macr
d s

o
Ca

l
l

θ θ
 
 


− =


⋅  ................................... (19) 

使用 ln =13macro

micro

l
l

 
 
 

。 

 

2.3.2 分子運動學 
考慮空氣-液體界面。Hoffman (1975) 實驗顯示了

動態接觸角 θd 為毛細數(Capillary number, Ca)之函數。

利用平移因子 ( )sF ~ sconst βθ θ× 修正 Ca ( 3)β ≅ ，使不

同液體之實驗有一致的結果，這修正因子與 Cox-
Voinov Law 相符，然而並不是適用所有液體與情況。

進一步 Hoffman (1983)利用分子動力學模型之理論解
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接觸角隨為驅動流量之改變，並且觀察到當驅動流量

夠大時，方能使液珠開始移動，反之則被束縛在原地。 
 

2.3 動態接觸角與毛細數關係式 
 
當液面開始移動，此時接觸角稱為動態接觸角(θd

標示)，動態前進角接觸角隨著 Ca 而增加，根據式(6)
毛吸壓力強度降低，反之 Ca 減小時毛吸壓力強度上

升，因此動態接觸角之效應扮演了阻尼之角色。

Hoffman (1975) 展示其實驗結果，θd-Ca 關係再利用平

移函數 F(θs)調整後，可利用一曲線描述動態接觸角與

毛細數(Capillary number, Ca)之函數(圖 12)。圖 1 可見

動態前進與後退接觸角應以兩條曲線分別描述。許多

研究也將其表達為毛細數之函數 (Hoffman, 1975, 
Hoffman, 1983, Shi et al., 2018, Li et al., 2013, Cox, 2006, 
Seebergh and Berg, 1992)。理論公式可分為分子動力學

模型(Hoffman, 1983)與流體力學模型(Cox, 1986)。實務

上，許多研究採用經驗公式描述 dθ 隨 Ca (或特定 Ca 範

圍內)之變化。我們於表 1 中收集了數種動態接觸角與

Ca 描述方程式。 

表 1  動態接觸角與毛細數關係方程式 
參考文獻 經驗公式 條件 圖圖使用參數 

Cox (1986) 
( ) ( ), - , 9 ln macro

d s
micro

lg g Ca
lη ηθ λ θ λ

 
= ⋅   

 
， 

( )ηg θ,λ 由式(15.2)式(15.3)決定 

--- ln =9macro

micro

l
l

 
  
 

 

Voinov (1976) 
( ) ( )- 9 ln macro

d s
micro

lg g Ca
l

θ θ
 

= ⋅   
 

， 

( )ηg θ,λ 由式(16)決定 

液-氣-固 ln =9macro

micro

l
l

 
  
 

 

Cox (1986) 
(Cox & Voinov law ) 

3 3- 9 ln macro
d s

micro

lCa
l

θ θ
 

= ⋅   
 

 
液-氣-固 
θd＜135˚ 

ln =9macro

micro

l
l

 
  
 

 

Brochard-Wyart and 
de Gennes (1992) 

2 2( - ) 6 ln macro
d d s

micro

lCa
l

θ θ θ
 

= ⋅   
 

 θs << 1 ln =10macro

micro

l
l

 
  
 

 

Bico and Quéré (2001) 3 3- 6 ln macro
d s

micro

lCa
l

θ θ
 

= ⋅   
 

 low Ca、毛細管 無繪圖 

Hoffman (1983) 

( )

( ) ( )

o

0 o

2 sinh 90

2 sinh 1 cot(180 - ) 90

d

d d

u for
kCa

u for
k

κ θ

κ θ θ

 <= 
 × + ≥


 

( )cos - coss du k θ θ=  

液-氣-固 
k = 2.0258；κ = 0.01 

(γ = 21, T = 298, G = 5.71) 

( )2 cos coss dCa κ θ θ= −  Ca 很小 無繪圖 

( )2 22 s dCa κ θ θ= −  小角度 無繪圖 

Jiang et al. (1979) ( )cos cos tanh
cos 1

s d

s
Caβθ θ

α
θ
−

=
+

 
We < 0.001， 

Bo < 0.1 α = 4.96；β = 0.702 

Kistler (1993) 
cos cos tanh

cos 1 1
s d

s

Ca
Ca

βθ θ
α

θ

 −   =   + +  

 

--- α = 5.16；β = 0.702 

Tanner (1979) a Caβθ α=  Ca < 0.01 無繪圖 

Seebergh and Berg 
(1992) 

cos cos
cos 1

s d

s
Caβθ θ

α
θ
−

=
+

 
Ca < 0.001 α = 4.96；β = 0.702 

本文 
1 1-cos cos 1

cos 1

n ns d

s

Ca
a

θ θ
θ

−
 −

= + 
+   

 
n>1, a>1 a = 60；n = 1.72 
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2.3.1 流體力學模型 
流體力學模型考慮接觸線附近，表面張力與黏滯

力等作用下對於雙相之界面型態之影響。Tanner (1979)
利用流體力學分析「矽油油滴於水平表面擴散之實

驗」，獲得一比例定律(scaling laws)：油滴半徑與接觸

角為時間次方之函數。利用此關係可得出 ddR/dt θm∝ ，

此被稱為 Tannerʼs Law。進一步可以表達為 

dθ Ca β∝  ............................................................ (13) 

然而式(13)只適用於 Ca 很小時。潤滑比例 β Kavehpour 
(2003)之實驗與Voinov (1976)、Goodwin and Homsy (1991)
等流體力學模型給出 β = 1/3 。He and Hadjiconstantinou 
(2003)使用分子動力學模式(molecular dynamics model)
模擬，得到 β = 0.29 。 

對於液-氣-固系統，運動方程式為(Chebbi, 2003, 
Bonn et al., 2009, Voinov, 1976, Cox, 1986, Tanner, 1979) 

2p = η , u = 0u∆ ∇ ∇⋅  ......................................... (14.1) 

p = γH  .............................................................. (14.2) 

p 為壓力、u 為速度。邊界條件常考慮，在 y = 0，u = 
-U；對於 A、B 流體之界面( y = h(x) )假設為非滑動邊

界( du/dy = 0 )。Voinov (1976) 推倒出導出小液滴在平

面上擴散行為(液-氣-固系統)，接觸角變化與毛細數之

解析，Voinov 導出之解析解符合實驗觀測。Cox (1986)
則更推廣至兩種流體 A、B，與不同情境之濕潤行為。

如圖 7，Cox 考慮其黏滯係數比 ηλ ，於一固體表面上之

取代行為，包含(a)液滴水平平面擴散、(b)傾斜之平面、

(c)管中兩相之月面、(d)兩相流體間之移動固體(e)兩平

行板中之被擠壓液珠。Cox (1986) 推導出 dθ 與 Ca 關

係為 

( ) ( )d sθ   θ  = Ca ln macro

micro

l
g g

l
 

− ⋅  
 

 ................... (15.1) 

 

 
圖 7 流體力學之動態接觸角模型。於接觸線附近，視接觸

角 apθ 為動態接接觸角 dθ 。 

( ) ( )
θ

η
0 η

θθ,λ =
θ,λ
dg

f∫  ....................................... (15.2) 

( )
( ) ( ){ }

( ) ( )

2 2 2 2

2 2

,

2sin - sin 2 - sin

- sin - sin cos ( - sin cos )

f

A

A

η

η η θ

η θ

θ λ

θ λ θ θ λ θ π θ θ

λ θ θ π θ θ θ θ θ θ

≡

 + + + 

 + + 
  .......................................................................... (15.3) 

其中我們令 ( ) 2
θA sinπ θ θ = − + 。對於液-氣-固之系

統，黏滯係數比 ηλ 甚小(空氣比上液體)則得到 Voinov 

(1976)之模式使用函數 ( ), ~ 0g ηθ λ  

( )
0

( sin cos ), ~ 0
2sin

g d
θ

η
θ θ θθ λ θ

θ
−

= ∫  ................. (16) 

對於 dθ <3π/4 之系統 ( ) 3 / 9g θ θ≅ (Cox, 2006, Cox, 
1986)，此近似之誤差在大角度時小於 1% (Voinov, 
1976)。利用此近似式 

3 3
d s- =9 ln macro

micro

l
Ca

l
θ θ

 
⋅  

 
 ...................................... (17) 

此被稱為 Cox-Voinov Law 。式 (17) 中長度尺度 

ln macro

micro

l
l

 
 
 

 被當作擬合參數使用，如 Bonn et al. (2009) 

使用  ln 4macro

micro

l
l

 
≅ 

 
。Brochard-Wyart and de Gennes 

(1992) 對於 sθ 1 2 2
d d s 6 ln( ) = macro

macro
Ca

l
l

θ θ θ
 
 


−


⋅  ... (18) 

Bico and Quéré (2001)針對毛細管給予 

3 3 l6 n macro

macr
d s

o
Ca

l
l

θ θ
 
 


− =


⋅  ................................... (19) 

使用 ln =13macro

micro

l
l

 
 
 

。 

 

2.3.2 分子運動學 
考慮空氣-液體界面。Hoffman (1975) 實驗顯示了

動態接觸角 θd 為毛細數(Capillary number, Ca)之函數。

利用平移因子 ( )sF ~ sconst βθ θ× 修正 Ca ( 3)β ≅ ，使不

同液體之實驗有一致的結果，這修正因子與 Cox-
Voinov Law 相符，然而並不是適用所有液體與情況。
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析(式 22)，解釋了動態接觸角 θd 為毛細數(Capillary 
number，Ca)、靜態接觸角(θs)、溫度 T(K)之函數；並

與 Hoffman 1975 之實驗數據相符合。 
分子動力學模型考慮交界線移動需克服之自由能

(ΔG)(圖 8)，此模型理論最早由Cherry and Holmes (1969)
提出，Blake and Haynes (1969)藉此導出動態接觸角與

毛細數關係式(式(22)中對於 o
dθ 90< )。當三相交線處

液體分只移動時須克服分子作用力，即 ΔG: Energy 
barrier (J/mol)，交線移動速度 v 則與分子前進後退之頻

率(K+、K⁻)、跳躍距離 ac 之平均結果(v = ac (K+ ‒ K⁻))。

頻率為 ( )±bk T
K exp ΔG /RT

h
±  
= − 
 

，其中 kb、h、 R 分

別是波茲曼常數(Boltzmann constant K⁻1)、普朗克常數

(Planck constant J･ s)、與氣體常數 (kg･m2･ s2･K⁻1･

mol⁻1)。利用 Young’s equation 描述分子作用力關係，

得到克服ΔG±之接觸角變化為 

0,c lv s dΔG = ΔG σ (cos cos )θ θ± ±− − ± −  ................. (20) 

 
圖 8 分子運動學模式示意圖(Zhao and Cheng, 2017) 

 
圖 9 Hoffman (1975)資料與 Hoffman (1983)模式。平移

因子 3
sθ / 60 使數據有一致關係 

另外 Eyring 模式(Bird et al., 1960)描述黏滯系數 η 

( )
2

02η= exp ΔGa

c

N h
a V

δ ±  .......................................... (21) 

δ 是液體分子的直徑、V 是液體摩爾體積。若 θd ≥ 90° 
Hoffman (1983)考慮壓路效應(tank tread effct，液面受固

體表面吸引)後，得到 Ca 與 θd 之關係。 

( )

( ) ( )

o
d

0 o
d

2 sinh for θ <90
=

2 sinh 1+cot(180 - ) for θ 90d

u
kCa

u
k

κ

κ θ




 × ≥


 ... (22) 

其中 u = (cos cos )-s dk θ θ 係數 k、κ為 

lv aN
k

nRT
σ

≡  ........................................................ (23.1) 

2
0,ΔG

κ exp
RT

c

cna V
δ ± 

 ≡ −
 
 

 .................................. (23.2) 

亞佛加厥常數 Na (mol‒1)。對於式(22) k 與 κ 可以作為

擬合參數使用。若 u 很小時，sinh (u) ≅ u。換句話說

cos - coss dθ θ 差異小，即，對應 Ca 甚小時，可以將式

(22)之 θd < 90°之方程式線性化，得到 

( )Ca = 2 cos coss dκ θ θ−  ..................................... (24) 

利用式(24)則能單獨求得 κ (或 0,ΔG c
± )。 

 
2.3.3 界面扎釘(interface pinning) 

界面移動行為可以更為一般化至不同領域中：某

種受驅動的界面之黏性運動，其在某一介質中受到隨

機的阻力(Narayan and Fisher, 1993, Delker et al., 1996, 
Nattermann et al., 1992)。如隨機磁場或結構之疇壁

(domain-wall)移動；第二類超導體、charge-density-wave 
(CDW)系統雜質造成的扎釘效應(Bhattacharya et al., 
1989)；孔隙介質雙相流(Delker et al., 1996)。對於 D-維
度之界面 z (x, t)移動依照下列方程式 

2z = + ( , )
tf s fz F x z∂λ γ η

∂
∇ +  ............................... (25) 

其中 λf 為摩擦係數(移動能力之導數)、γs 為剛度常數

(stiffness constant)、F 則為驅動力。Nattermann et al. 
(1992)隨機作用力 ηf 考慮為高斯分佈、平均為 0。
Nattermann et al. (1992) 文章中最後獲得速度與驅動力

之尺度關係為 

0v = v 1
B

T

F
F

 
− 

 
 ................................................. (26) 
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這可以直接類比至毛細管中(接觸線移動)，  TF F− 與

( )cos - coss dγ θ θ 成正比。因此得到 

cos coss d Caβθ θ α− =  ........................................ (27) 

1/ Bβ = 。式 (27)與動態接觸角一通用型經驗公式

(universal function) (式(31))相符。 
 

2.3.4 接觸角經驗公式 
以下我們介紹兩幾個常用與本文提出之經驗公

式。首先，Jiang et al. (1979) 提出 Tanh 函數經驗公式 

( )cos cos
tanh

cos 1
s d

s
Caβθ θ

α
θ
−

=
+

 ............................ (28) 

式(28)能涵蓋較大範圍之 Ca。並利用 Hoffman (1975) 
實驗資料決定 α = 4.96、β = 0.702 被許多研究採用(Jiang 
et al., 1979, Wang et al., 2013)通常使用在毛細力顯著情

形(對於 We < 0.001 與 Bo < 0.1)。可考慮 0sθ = ，當 

Ca →∞時， ( )tanh 1Caβα → ， πdθ
−→ ；當Ca 0+→  

時， ( )tanh 0Caβα +→ ， 0dθ
+→ 。因此可以描述大範

圍之 Ca。Kistler (1993)使用 

0.7061 cos
= tanh 5.16

2 1+1.31 ^0.99
d Ca

Ca
θ  −       

 .. (29) 

比 Jiang et al. (1979)更良好地符合 Hoffman (1975)之數

據。此式(29)我們簡化為 

cos cos
tanh

cos 1 1
s d

s

Ca
Ca

βθ θ
α

θ

 −   =   + +  
 ................. (30) 

考慮 0sθ = ，當Ca →∞時  πdθ
−→ ；當 Ca 0+→ 時，

0dθ
+→ 。因此同樣可以描述大範圍之 Ca。且與式(29)

結果無顯著差異(α = 5.16，β = 0.702)。 
 

 
圖 10 tanh-from 關係式。 ( )(cos cos( )) /s dθ θΓ = −

( )(cos 1)sθ +  

一個被廣泛使用的通用型公式(universal function) 
能 良 好 近 似 ( )10log 2Ca < − 時 Cox-Voinov law 、

Hoffman 模式與 Jiang 經驗公式(Dos Santos et al., 2005, 
Li et al., 2013, Seebergh and Berg, 1992) 

cos cos
cos 1

s d

s
Caβθ θ

α
θ
−

=
+

 ....................................... (31) 

式(28)-(31)之左式中 cosθs + 1 為常數，因此常併至右式

中。式(31)之 α 與 β 為擬合參數，如 Jiang et al. (1979)
之式(28)係數可直接使用(α = 4.96、β = 0.702)；Bracke 
et al. (1989)之實驗結果決定 α = 2.0、β = 0.5；Seebergh 
and Berg (1992)使用 α = 4.47、β = 0.42；Li et al. (2013)
之實驗結果得到 α = 4.2、β = 0.51。然而這並不代表能

良好描述所有液體。在 Li et al. (2013) 實驗中

( )10log 2Ca < − 雖對多數液體式(31)有不錯表現，但對

於原油(crude oil) log(Ca) 需小於-4.75 時 Eq. (31)有良

好表現。 
此 S-shape 與保水曲線相似。經驗公式在非飽和土

壤描述含水量與毛細壓力之曲線，與 ( )dθ Ca 之曲線形

狀相似。因此本文我們藉由改寫著名保水曲線公式：

van Genuchten 模式(VG 模式) (Van Genuchten, 1980)描
述 ( )dθ Ca  

1 -1-cos cos
1

cos 1

n n
s d

s

Ca
a

θ θ
θ

 −
= + 

+   
 ........................... (32) 

圖 11 中我們使用 a = 60、n = 1.72 能良好描述 Hoffman 
(1975)實驗資料。且對於 Ca 微小，式(31)同樣與(32)相
近擬合結果。式(32)可以描述大範圍之 Ca。當Ca →∞
時，等號右邊趨近於 1，得到 cos 1dθ → − 。當 Ca 0→

時，等號右邊趨近於 
1

1
n

nna Ca
−

− ，與式(31)相比可得到 

-1a = α
n

n  ............................................................. (33.1) 

 
圖 11 指數型關係式。式(32)符合 Hoffman (1975)資料。

Ca 不大時，式(32)趨近式(31)。 
( ) ( ) ( )( )Γ (cos cos ) / cos 1s d sθ θ θ= − +  
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析(式 22)，解釋了動態接觸角 θd 為毛細數(Capillary 
number，Ca)、靜態接觸角(θs)、溫度 T(K)之函數；並

與 Hoffman 1975 之實驗數據相符合。 
分子動力學模型考慮交界線移動需克服之自由能

(ΔG)(圖 8)，此模型理論最早由Cherry and Holmes (1969)
提出，Blake and Haynes (1969)藉此導出動態接觸角與

毛細數關係式(式(22)中對於 o
dθ 90< )。當三相交線處

液體分只移動時須克服分子作用力，即 ΔG: Energy 
barrier (J/mol)，交線移動速度 v 則與分子前進後退之頻

率(K+、K⁻)、跳躍距離 ac 之平均結果(v = ac (K+ ‒ K⁻))。

頻率為 ( )±bk T
K exp ΔG /RT

h
±  
= − 
 

，其中 kb、h、 R 分

別是波茲曼常數(Boltzmann constant K⁻1)、普朗克常數

(Planck constant J･ s)、與氣體常數 (kg･m2･ s2･K⁻1･

mol⁻1)。利用 Young’s equation 描述分子作用力關係，

得到克服ΔG±之接觸角變化為 

0,c lv s dΔG = ΔG σ (cos cos )θ θ± ±− − ± −  ................. (20) 

 
圖 8 分子運動學模式示意圖(Zhao and Cheng, 2017) 

 
圖 9 Hoffman (1975)資料與 Hoffman (1983)模式。平移

因子 3
sθ / 60 使數據有一致關係 

另外 Eyring 模式(Bird et al., 1960)描述黏滯系數 η 

( )
2

02η= exp ΔGa

c

N h
a V

δ ±  .......................................... (21) 

δ 是液體分子的直徑、V 是液體摩爾體積。若 θd ≥ 90° 
Hoffman (1983)考慮壓路效應(tank tread effct，液面受固

體表面吸引)後，得到 Ca 與 θd 之關係。 

( )

( ) ( )

o
d

0 o
d

2 sinh for θ <90
=

2 sinh 1+cot(180 - ) for θ 90d

u
kCa

u
k

κ

κ θ




 × ≥


 ... (22) 

其中 u = (cos cos )-s dk θ θ 係數 k、κ為 

lv aN
k

nRT
σ

≡  ........................................................ (23.1) 

2
0,ΔG

κ exp
RT

c

cna V
δ ± 

 ≡ −
 
 

 .................................. (23.2) 

亞佛加厥常數 Na (mol‒1)。對於式(22) k 與 κ 可以作為

擬合參數使用。若 u 很小時，sinh (u) ≅ u。換句話說

cos - coss dθ θ 差異小，即，對應 Ca 甚小時，可以將式

(22)之 θd < 90°之方程式線性化，得到 

( )Ca = 2 cos coss dκ θ θ−  ..................................... (24) 

利用式(24)則能單獨求得 κ (或 0,ΔG c
± )。 

 
2.3.3 界面扎釘(interface pinning) 

界面移動行為可以更為一般化至不同領域中：某

種受驅動的界面之黏性運動，其在某一介質中受到隨

機的阻力(Narayan and Fisher, 1993, Delker et al., 1996, 
Nattermann et al., 1992)。如隨機磁場或結構之疇壁

(domain-wall)移動；第二類超導體、charge-density-wave 
(CDW)系統雜質造成的扎釘效應(Bhattacharya et al., 
1989)；孔隙介質雙相流(Delker et al., 1996)。對於 D-維
度之界面 z (x, t)移動依照下列方程式 

2z = + ( , )
tf s fz F x z∂λ γ η

∂
∇ +  ............................... (25) 

其中 λf 為摩擦係數(移動能力之導數)、γs 為剛度常數

(stiffness constant)、F 則為驅動力。Nattermann et al. 
(1992)隨機作用力 ηf 考慮為高斯分佈、平均為 0。
Nattermann et al. (1992) 文章中最後獲得速度與驅動力

之尺度關係為 

0v = v 1
B

T

F
F

 
− 

 
 ................................................. (26) 
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這可以直接類比至毛細管中(接觸線移動)，  TF F− 與

( )cos - coss dγ θ θ 成正比。因此得到 

cos coss d Caβθ θ α− =  ........................................ (27) 

1/ Bβ = 。式 (27)與動態接觸角一通用型經驗公式

(universal function) (式(31))相符。 
 

2.3.4 接觸角經驗公式 
以下我們介紹兩幾個常用與本文提出之經驗公

式。首先，Jiang et al. (1979) 提出 Tanh 函數經驗公式 

( )cos cos
tanh

cos 1
s d

s
Caβθ θ

α
θ
−

=
+

 ............................ (28) 

式(28)能涵蓋較大範圍之 Ca。並利用 Hoffman (1975) 
實驗資料決定 α = 4.96、β = 0.702 被許多研究採用(Jiang 
et al., 1979, Wang et al., 2013)通常使用在毛細力顯著情

形(對於 We < 0.001 與 Bo < 0.1)。可考慮 0sθ = ，當 

Ca →∞時， ( )tanh 1Caβα → ， πdθ
−→ ；當Ca 0+→  

時， ( )tanh 0Caβα +→ ， 0dθ
+→ 。因此可以描述大範

圍之 Ca。Kistler (1993)使用 

0.7061 cos
= tanh 5.16

2 1+1.31 ^0.99
d Ca

Ca
θ  −       

 .. (29) 

比 Jiang et al. (1979)更良好地符合 Hoffman (1975)之數

據。此式(29)我們簡化為 

cos cos
tanh

cos 1 1
s d

s

Ca
Ca

βθ θ
α

θ

 −   =   + +  
 ................. (30) 

考慮 0sθ = ，當Ca →∞時  πdθ
−→ ；當 Ca 0+→ 時，

0dθ
+→ 。因此同樣可以描述大範圍之 Ca。且與式(29)

結果無顯著差異(α = 5.16，β = 0.702)。 
 

 
圖 10 tanh-from 關係式。 ( )(cos cos( )) /s dθ θΓ = −

( )(cos 1)sθ +  

一個被廣泛使用的通用型公式(universal function) 
能 良 好 近 似 ( )10log 2Ca < − 時 Cox-Voinov law 、

Hoffman 模式與 Jiang 經驗公式(Dos Santos et al., 2005, 
Li et al., 2013, Seebergh and Berg, 1992) 

cos cos
cos 1

s d

s
Caβθ θ

α
θ
−

=
+

 ....................................... (31) 

式(28)-(31)之左式中 cosθs + 1 為常數，因此常併至右式

中。式(31)之 α 與 β 為擬合參數，如 Jiang et al. (1979)
之式(28)係數可直接使用(α = 4.96、β = 0.702)；Bracke 
et al. (1989)之實驗結果決定 α = 2.0、β = 0.5；Seebergh 
and Berg (1992)使用 α = 4.47、β = 0.42；Li et al. (2013)
之實驗結果得到 α = 4.2、β = 0.51。然而這並不代表能

良好描述所有液體。在 Li et al. (2013) 實驗中

( )10log 2Ca < − 雖對多數液體式(31)有不錯表現，但對

於原油(crude oil) log(Ca) 需小於-4.75 時 Eq. (31)有良

好表現。 
此 S-shape 與保水曲線相似。經驗公式在非飽和土

壤描述含水量與毛細壓力之曲線，與 ( )dθ Ca 之曲線形

狀相似。因此本文我們藉由改寫著名保水曲線公式：

van Genuchten 模式(VG 模式) (Van Genuchten, 1980)描
述 ( )dθ Ca  

1 -1-cos cos
1

cos 1

n n
s d

s

Ca
a

θ θ
θ

 −
= + 

+   
 ........................... (32) 

圖 11 中我們使用 a = 60、n = 1.72 能良好描述 Hoffman 
(1975)實驗資料。且對於 Ca 微小，式(31)同樣與(32)相
近擬合結果。式(32)可以描述大範圍之 Ca。當Ca →∞
時，等號右邊趨近於 1，得到 cos 1dθ → − 。當 Ca 0→

時，等號右邊趨近於 
1

1
n

nna Ca
−

− ，與式(31)相比可得到 

-1a = α
n

n  ............................................................. (33.1) 

 
圖 11 指數型關係式。式(32)符合 Hoffman (1975)資料。

Ca 不大時，式(32)趨近式(31)。 
( ) ( ) ( )( )Γ (cos cos ) / cos 1s d sθ θ θ= − +  
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β = n 1− ............................................................ (33.2) 

若使用 α = 4.96、β = 0.702；a = 48.5、n = 1.702；與圖

11 中使用參數相近。 
 

三、非飽和土壤水分傳輸 

 
達西定律(Darcyʼs law)描述土壤流體傳輸，流速 q 

受控於水力傳導係數 K 與水力梯度 dh/dL。 

dhq= K
dL

−  ........................................................... (34) 

達西定律被應用於非飽和土壤水分傳輸。非飽和土壤

水分傳輸為土壤顆粒-水-空氣之多相關係。準確描述非

飽和土壤水分傳輸有賴於相對剩透係數曲線與保水曲

線(Topp et al., 1967)。毛細壓力為重要之驅動力。因此

加以考量土壤之。非飽和水分傳輸受濕潤性、孔隙大小

分布影響，濕潤性與速度相關，濕潤鋒面移動具有動態

效應。 
 

3.1 動態毛細壓力 
 

土壤毛細壓力具有遲滯效應，保水曲線之汲取曲線一

般低於於排退曲線對應之毛細壓力強度(同一含水

量)(Zhuang et al., 2017)，這顯示其飽和、乾燥過程具有

不同之機制(Topp et al., 1967)。對於準確描述非飽和孔

隙介質水分傳輸，此毛細壓-含水量關係曲線(保水曲

線)是重要的(Van Genuchten, 1980, Watson, 1966)。一般

解釋此曲線受到孔隙大小分布影響。在排退過程中，毛

細壓力控制於孔頸，反之吸滲過程主受控於孔體。另外

接觸角遲滯效應亦可部分解釋此現象，同一含水量下

排退循環對應毛細壓高於汲取循環。順帶一提，土壤之

孔隙分布亦影響土壤結冰、融解行為，其因係於水冰界

面間毛細壓力將影響融點(冰點)，較大毛細壓力(小孔)
導致較低冰點。此導致同一溫度下對應之結冰過程-融
解過程之冰含量將會不同，稱為毛細結冰-溶解遲滯

(capillary freezing and melting) (Enüstün et al., 1978)。 
然而一般保水曲線量測為靜態、準靜態實驗。但於

動態條件下獲得之「動態保水曲線」卻與靜態保水曲線

不同(Topp et al., 1967)。Topp et al. (1967)實驗觀察到動

態條件下排水過程中，殘餘水分將會增加，且同一含水

量條件下同一動態條件下對應之毛細壓力強度高於靜

態，而在許多研究亦有同樣發現(Zhuang et al., 2017, 
Sakaki et al., 2010)。而濕潤過程則相反(Sakaki et al., 
2010)。如圖 13，動態吸滲曲線之壓力將低於靜態結果；

動態排退曲線之壓力將高於於靜態結果。動態接觸角

為此解釋方式之一。在於吸滲過程中接觸角為動態前

進角，角度將會大於靜態接觸角，造成毛細壓力下降；

反過來說，排退過程中機觸角以後退角為主，角度將會

小於靜態接觸角，因此毛細壓力上升。 
Stauffer (1978)提出動態毛細 c

dynP 依賴於飽和度變

化速率 wdS / dt ，以動態係數 dτ 為描述 

c c w
dyn sat

dS
P P = τs dt

− −  ........................................... (35) 

c
satP 為靜態毛細壓力。τs 越大代表動態成分越大。然而 

τs 可能於隨飽和度而改變(Lo et al., 2017)。 

 
 

 
圖 12 動態接觸角經驗公式與 Hoffman (1975)實驗資料。平移因子 3

sθ / 60  使數據有一致關係。Ca 0.01< ，除 Hoffman 
關係式外，式(31)與其他關係式相近。 ( ) ( ) ( )( )Γ (cos cos ) / cos 1s d sθ θ θ= − +  

−11− 

 
圖 13 動態保水曲線實驗。(a)首要(primary, PD)與主(main, MD)排水循環(b)主(main, MW)汲取循環。(Sakaki et al., 

2010) 

 
動態除了由於入滲或排水本身造成外，震動亦是

來源之一。Lo et al. (2017) 施加音波於排水土壤，發現

施加音波之土壤，其動態保水曲線將不同於未加音波

之動態保水曲線。 τs 隨著音波頻率提升而降低。作者

們認為受震動之液面平均接觸角將會大於未受震動之

動態前進角，因而降低毛細壓力；而受音波震動之液面

可能觸發了 Haines Jump，即某時刻壓力差克服了孔頸

造成之臨界毛細壓力，造成快速排退。 
 

3.2 考慮動態效應非飽和水分傳輸之一維模
式 

 
Delker et al. (1996)利用 Washburn 方程式描述沙

柱毛細上升，其實驗為以定水頭 H0 進行(此為基準面)，
依照 Washburn 方程式其將會於某高度 H0 平衡。因此

沙柱平均驅動力為 eqP=ρg(H -h)，上升速度與壓力梯度

關係 

0

dh =
dt ( +H )

pk P
hη

 .................................................... (36) 

pk 為滲透係數，P = ρg (Heq-h)。令 y = (h+H0)/(H0+Heq)，

τ(y) = t/τw， ( )w 0 eqτ = H +H /( )pgkη ρ ，並積分後得到一

般描述毛細上升之 Washburn 方程式之解 

0τ τ = y ln(1 )y− − − −  .......................................... (37) 

0 0 0τ = y ln(1 )y− − − 。考量扎釘效應下，作者預期沙柱

毛細上升將釘在某高度 ch = H ，藉由將式(26)中 F 以 P
取代，FT 以扎釘壓力 T eq cP = ρg(H H )− 。接著從時間 t1

高度 h1 積分至 t、h(t)，得到 

( ) ( ) ( ) 1/(1-B)
c 1 1h t = H 1cH h A t t − − + −   ......... (38.1) 

 
圖 14 Delker et al. (1996) 沙柱毛細上升實驗與 Washburn 

equation(式(37))與扎釘效應(式(38))之模式擬合。毛
細上升於後期表現出明顯扎釘動態效應 

 

( ) ( ) 1
0 1B 1 v

A = 
B

c

eq c

H h
H H

−− −

−
 ............................. (38.2) 

本文於圖 14 重新繪製 Delker et al. (1996)一組實驗數

據、Washburn 方程式(式(37))與扎釘效應(式(38))之模

式擬和結果。 
Delker et al. (1996)之實驗顯示了孔隙大小影響。當

達 Washburn 方程式所描述之平衡高度後，沙柱仍會持

續吸收水分，此現象也許與小孔隙有關，顆粒表面之細

縫造成高於平衡高度之毛細壓力。另外當流速變慢時，

動態接觸角降低使毛細壓力提升，維持一定的上升吸

力。作者認為式(38.1)良好地擬合大時間( wt / τ 3> )之
孔隙介質之毛細上升量測；並發現在小時間下扎釘效

應並不顯著。式(26)扎釘效應符合 Ca 甚小時之動態接

觸角變化，可與預期當移動速度越慢越能符合式(38.1)
之描述。 
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β = n 1− ............................................................ (33.2) 

若使用 α = 4.96、β = 0.702；a = 48.5、n = 1.702；與圖

11 中使用參數相近。 
 

三、非飽和土壤水分傳輸 

 
達西定律(Darcyʼs law)描述土壤流體傳輸，流速 q 

受控於水力傳導係數 K 與水力梯度 dh/dL。 

dhq= K
dL

−  ........................................................... (34) 

達西定律被應用於非飽和土壤水分傳輸。非飽和土壤

水分傳輸為土壤顆粒-水-空氣之多相關係。準確描述非

飽和土壤水分傳輸有賴於相對剩透係數曲線與保水曲

線(Topp et al., 1967)。毛細壓力為重要之驅動力。因此

加以考量土壤之。非飽和水分傳輸受濕潤性、孔隙大小

分布影響，濕潤性與速度相關，濕潤鋒面移動具有動態

效應。 
 

3.1 動態毛細壓力 
 

土壤毛細壓力具有遲滯效應，保水曲線之汲取曲線一

般低於於排退曲線對應之毛細壓力強度(同一含水

量)(Zhuang et al., 2017)，這顯示其飽和、乾燥過程具有

不同之機制(Topp et al., 1967)。對於準確描述非飽和孔

隙介質水分傳輸，此毛細壓-含水量關係曲線(保水曲

線)是重要的(Van Genuchten, 1980, Watson, 1966)。一般

解釋此曲線受到孔隙大小分布影響。在排退過程中，毛

細壓力控制於孔頸，反之吸滲過程主受控於孔體。另外

接觸角遲滯效應亦可部分解釋此現象，同一含水量下

排退循環對應毛細壓高於汲取循環。順帶一提，土壤之

孔隙分布亦影響土壤結冰、融解行為，其因係於水冰界

面間毛細壓力將影響融點(冰點)，較大毛細壓力(小孔)
導致較低冰點。此導致同一溫度下對應之結冰過程-融
解過程之冰含量將會不同，稱為毛細結冰-溶解遲滯

(capillary freezing and melting) (Enüstün et al., 1978)。 
然而一般保水曲線量測為靜態、準靜態實驗。但於

動態條件下獲得之「動態保水曲線」卻與靜態保水曲線

不同(Topp et al., 1967)。Topp et al. (1967)實驗觀察到動

態條件下排水過程中，殘餘水分將會增加，且同一含水

量條件下同一動態條件下對應之毛細壓力強度高於靜

態，而在許多研究亦有同樣發現(Zhuang et al., 2017, 
Sakaki et al., 2010)。而濕潤過程則相反(Sakaki et al., 
2010)。如圖 13，動態吸滲曲線之壓力將低於靜態結果；

動態排退曲線之壓力將高於於靜態結果。動態接觸角

為此解釋方式之一。在於吸滲過程中接觸角為動態前

進角，角度將會大於靜態接觸角，造成毛細壓力下降；

反過來說，排退過程中機觸角以後退角為主，角度將會

小於靜態接觸角，因此毛細壓力上升。 
Stauffer (1978)提出動態毛細 c

dynP 依賴於飽和度變

化速率 wdS / dt ，以動態係數 dτ 為描述 

c c w
dyn sat

dS
P P = τs dt

− −  ........................................... (35) 

c
satP 為靜態毛細壓力。τs 越大代表動態成分越大。然而 

τs 可能於隨飽和度而改變(Lo et al., 2017)。 

 
 

 
圖 12 動態接觸角經驗公式與 Hoffman (1975)實驗資料。平移因子 3

sθ / 60  使數據有一致關係。Ca 0.01< ，除 Hoffman 
關係式外，式(31)與其他關係式相近。 ( ) ( ) ( )( )Γ (cos cos ) / cos 1s d sθ θ θ= − +  

−11− 

 
圖 13 動態保水曲線實驗。(a)首要(primary, PD)與主(main, MD)排水循環(b)主(main, MW)汲取循環。(Sakaki et al., 

2010) 

 
動態除了由於入滲或排水本身造成外，震動亦是

來源之一。Lo et al. (2017) 施加音波於排水土壤，發現

施加音波之土壤，其動態保水曲線將不同於未加音波

之動態保水曲線。 τs 隨著音波頻率提升而降低。作者

們認為受震動之液面平均接觸角將會大於未受震動之

動態前進角，因而降低毛細壓力；而受音波震動之液面

可能觸發了 Haines Jump，即某時刻壓力差克服了孔頸

造成之臨界毛細壓力，造成快速排退。 
 

3.2 考慮動態效應非飽和水分傳輸之一維模
式 

 
Delker et al. (1996)利用 Washburn 方程式描述沙

柱毛細上升，其實驗為以定水頭 H0 進行(此為基準面)，
依照 Washburn 方程式其將會於某高度 H0 平衡。因此

沙柱平均驅動力為 eqP=ρg(H -h)，上升速度與壓力梯度

關係 

0

dh =
dt ( +H )

pk P
hη

 .................................................... (36) 

pk 為滲透係數，P = ρg (Heq-h)。令 y = (h+H0)/(H0+Heq)，

τ(y) = t/τw， ( )w 0 eqτ = H +H /( )pgkη ρ ，並積分後得到一

般描述毛細上升之 Washburn 方程式之解 

0τ τ = y ln(1 )y− − − −  .......................................... (37) 

0 0 0τ = y ln(1 )y− − − 。考量扎釘效應下，作者預期沙柱

毛細上升將釘在某高度 ch = H ，藉由將式(26)中 F 以 P
取代，FT 以扎釘壓力 T eq cP = ρg(H H )− 。接著從時間 t1

高度 h1 積分至 t、h(t)，得到 

( ) ( ) ( ) 1/(1-B)
c 1 1h t = H 1cH h A t t − − + −   ......... (38.1) 

 
圖 14 Delker et al. (1996) 沙柱毛細上升實驗與 Washburn 

equation(式(37))與扎釘效應(式(38))之模式擬合。毛
細上升於後期表現出明顯扎釘動態效應 

 

( ) ( ) 1
0 1B 1 v

A = 
B

c

eq c

H h
H H

−− −

−
 ............................. (38.2) 

本文於圖 14 重新繪製 Delker et al. (1996)一組實驗數

據、Washburn 方程式(式(37))與扎釘效應(式(38))之模

式擬和結果。 
Delker et al. (1996)之實驗顯示了孔隙大小影響。當

達 Washburn 方程式所描述之平衡高度後，沙柱仍會持

續吸收水分，此現象也許與小孔隙有關，顆粒表面之細

縫造成高於平衡高度之毛細壓力。另外當流速變慢時，

動態接觸角降低使毛細壓力提升，維持一定的上升吸

力。作者認為式(38.1)良好地擬合大時間( wt / τ 3> )之
孔隙介質之毛細上升量測；並發現在小時間下扎釘效

應並不顯著。式(26)扎釘效應符合 Ca 甚小時之動態接

觸角變化，可與預期當移動速度越慢越能符合式(38.1)
之描述。 



38 

Journal of Taiwan Agricultural Engineering
Vol. 66, No. 1, March 2020

DOI - 10.29974/JTAE.202003_66(1).0004

−12− 

不同於 Delker et al. (1996)直接使用扎釘效應獲得

大時間之毛細上升模式，Hsu and Hilpert (2011)將動態

接觸角與入滲模式結合。在著名的入滲公式 Green 
Ampt equation (GA 模式) (Green and Ampt, 1911) 描述

了向下入滲之濕潤鋒面深度(l) 隨時間之變化，可表達

成一階常微分方程式 

0 0
dl l S H l

K dt
θ∆

= + +  .......................................... (39) 

其中 s iΔθ = θ θ− 可變動含水量，S0 為吸水頭(suction 

head)。Green Ampt equation 假設了濕潤鋒面之吸頭(S0)

不變。然而吸頭在動態接觸角之考量下，將隨著
dl
dt

而

改變。Tabuchi (1971)指出 GA 模式對於預測向上入滲

之初期階段，與濕潤鋒接近平衡水位時有所限制。Hsu 
and Hilpert (2011) 其中建構了隨速度改變之毛細壓力，

並獲得了更好地描述乾沙中的毛細上升與向下入滲的

行為。修正後之毛細壓力可以寫成一階常微分方程式： 

( )0 0
eff

γ- ε , α  
D i

dl dll S H l
K dt g dt

β
θ ηφ θ

ρ γ
 ∆

= + + 
 

 .. (40) 

ε 為孔隙率φ 與 iθ ，α、β 為動態毛細壓力關聯之參數

(式(31)之形式)。β = 0.3 在 Hsu and Hilpert (2011)與 Hsu 
et al. (2017)皆有良好表現。Hsu et al. (2017)使用沙柱 

進行了一系列定水頭之向下入滲實驗，並與模式比較，

圖 16 展現了修正型 GA 模式對於入滲初期能有更良

好的描述。作者同時驗證了 Hilpert (2012)之理論 α 平

均值( α̂ )隨著初始含水量 θi 指數遞減。這現象代表了對

於在預先濕潤之沙柱中，其動態效應較小。DiCarlo 
(2006)指出乾沙中，液體活塞方式移動其動態影響明顯

於以薄膜濕潤。 α̂ 可能是由於薄膜存在而降低。 
 

 
圖 15 Hsu et al. (2017)實驗與模式比較。修正型 GA能良

好描述向下入滲初期行為 

 
圖 16 Hsu et al. (2017)之不同初始含水量對於動態毛細壓

力影響實驗，α平均值隨著初始含水量指數遞減 

 
如 Delker et al. (1996)使用 Washburn 方程式，此毛

細管模式，描述沙柱一維入滲行為，且 GA 模式與

Washburn 方程式為上相同一階 ODE。因此毛細管模式

某方面可用於描述一維入滲過程。因此我們最後介紹

Wang et al. (2013)之毛細管流模式，此模式考慮了動態

接觸角、慣性力、以及毛細管幾何對於毛細上升影響。

而在於 Washburn 方程式或 GA 模式難考慮孔隙大小並

非均勻之影響。 
Wang et al. (2013) Naver-Stokes 方程式出發，考慮

動態接觸角、慣性力、與毛細管幾何。作者使用 Jiang 
et al. (1979)提出之經驗公式，即式(28)，考慮動態接觸

角。對於不均勻管徑毛細管(平均半徑 R0)，無因次毛細

管流方程式為 
2

2 2 1
0 3 12 2

0

1 d dζ c dζ dζ c cosθζ R (L ζ) - +c ζ +c ζ=
dτ dτ dτ dτ R(L ζ)Ω Ω
   
   
   

 



 



 

  ............................................................................. (41) 

無因次長度 0/L Lζ = ，無因次時間 0τ = t/t ， 0( )R L z

 為

描述管徑之無因次函數， 0/z z L= ，z 毛細管流入滲深

度。尺度縮放參數為 

0
0

2L
gR
γ

ρ
=  ....................................................... (42.1) 

0 2 2 3
0

16ηγ
 

t
g Rρ

=  .................................................... (42.2) 

2
0 0

0
0

V
8

L gR
t

ρ
η

= =  .............................................. (42.3) 

無因次參數 1c 、 2c 、 3c  

0 2
1 0

0

1 ( )
ζ

L
c R L z dz

ζ
= ∫ 

   ........................................ (43.1) 
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圖 17  毛細上升實驗(圓點)(Landau and Lifshitz, 1959)與(Wang et al., 2013)模式 

 

 
圖 18  正弦管徑變化之毛細管(sinusoidal capillary)之毛細上升模擬(Wang et al., 2013) 

 

( )
( )0ζ 04

2 0 30 0

8 1( ζ)
3

L dR L z
c R L dz

dzR L z
= ∫







 







 ........ (43.2) 

( )
( )

( )0

22 2
0 00

3 2 20 0 0

1 1
LR L dR L zR

c dz
dzR L z L

ζζ
ζ

   = +      
∫

 



 







  .......................................................................... (43.4) 

對於管半徑 R0 之均勻毛細管，考慮動態接觸角與慣性

力，無因次之圓毛細管管流方程式為 

( )s s2

β

0

1 d dζ dζζ +ζ +ζ=cosθ - cosθ -1
dτ dτ dτΩ

dζtanh α Ca
dτ

 
 
 
   ×     

 ............ (44) 
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不同於 Delker et al. (1996)直接使用扎釘效應獲得

大時間之毛細上升模式，Hsu and Hilpert (2011)將動態

接觸角與入滲模式結合。在著名的入滲公式 Green 
Ampt equation (GA 模式) (Green and Ampt, 1911) 描述

了向下入滲之濕潤鋒面深度(l) 隨時間之變化，可表達

成一階常微分方程式 

0 0
dl l S H l

K dt
θ∆

= + +  .......................................... (39) 

其中 s iΔθ = θ θ− 可變動含水量，S0 為吸水頭(suction 

head)。Green Ampt equation 假設了濕潤鋒面之吸頭(S0)

不變。然而吸頭在動態接觸角之考量下，將隨著
dl
dt

而

改變。Tabuchi (1971)指出 GA 模式對於預測向上入滲

之初期階段，與濕潤鋒接近平衡水位時有所限制。Hsu 
and Hilpert (2011) 其中建構了隨速度改變之毛細壓力，

並獲得了更好地描述乾沙中的毛細上升與向下入滲的

行為。修正後之毛細壓力可以寫成一階常微分方程式： 

( )0 0
eff

γ- ε , α  
D i

dl dll S H l
K dt g dt

β
θ ηφ θ

ρ γ
 ∆

= + + 
 

 .. (40) 

ε 為孔隙率φ 與 iθ ，α、β 為動態毛細壓力關聯之參數

(式(31)之形式)。β = 0.3 在 Hsu and Hilpert (2011)與 Hsu 
et al. (2017)皆有良好表現。Hsu et al. (2017)使用沙柱 

進行了一系列定水頭之向下入滲實驗，並與模式比較，

圖 16 展現了修正型 GA 模式對於入滲初期能有更良

好的描述。作者同時驗證了 Hilpert (2012)之理論 α 平

均值( α̂ )隨著初始含水量 θi 指數遞減。這現象代表了對

於在預先濕潤之沙柱中，其動態效應較小。DiCarlo 
(2006)指出乾沙中，液體活塞方式移動其動態影響明顯

於以薄膜濕潤。 α̂ 可能是由於薄膜存在而降低。 
 

 
圖 15 Hsu et al. (2017)實驗與模式比較。修正型 GA能良

好描述向下入滲初期行為 

 
圖 16 Hsu et al. (2017)之不同初始含水量對於動態毛細壓

力影響實驗，α平均值隨著初始含水量指數遞減 

 
如 Delker et al. (1996)使用 Washburn 方程式，此毛

細管模式，描述沙柱一維入滲行為，且 GA 模式與

Washburn 方程式為上相同一階 ODE。因此毛細管模式

某方面可用於描述一維入滲過程。因此我們最後介紹

Wang et al. (2013)之毛細管流模式，此模式考慮了動態

接觸角、慣性力、以及毛細管幾何對於毛細上升影響。

而在於 Washburn 方程式或 GA 模式難考慮孔隙大小並

非均勻之影響。 
Wang et al. (2013) Naver-Stokes 方程式出發，考慮

動態接觸角、慣性力、與毛細管幾何。作者使用 Jiang 
et al. (1979)提出之經驗公式，即式(28)，考慮動態接觸

角。對於不均勻管徑毛細管(平均半徑 R0)，無因次毛細

管流方程式為 
2
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描述管徑之無因次函數， 0/z z L= ，z 毛細管流入滲深

度。尺度縮放參數為 

0
0

2L
gR
γ

ρ
=  ....................................................... (42.1) 

0 2 2 3
0

16ηγ
 

t
g Rρ

=  .................................................... (42.2) 

2
0 0

0
0

V
8

L gR
t

ρ
η

= =  .............................................. (42.3) 

無因次參數 1c 、 2c 、 3c  

0 2
1 0

0

1 ( )
ζ

L
c R L z dz

ζ
= ∫ 

   ........................................ (43.1) 

−13− 

 
圖 17  毛細上升實驗(圓點)(Landau and Lifshitz, 1959)與(Wang et al., 2013)模式 

 

 
圖 18  正弦管徑變化之毛細管(sinusoidal capillary)之毛細上升模擬(Wang et al., 2013) 
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對於管半徑 R0 之均勻毛細管，考慮動態接觸角與慣性

力，無因次之圓毛細管管流方程式為 
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無因次參數 Ω可代表慣性影響 

2

3 3 5
0

128Ω=
g R
γη

ρ
 ...................................................... (45) 

式(44)中忽略動態接觸角得到修正型 Washburn 方程式 

2
1 ζ ζ ζ cos
Ω s

d d d
d d d

ζ ζ θ
τ τ τ
  + + = 
 

 ...................... (46) 

進一步忽略慣性項Ω→∞，得到經典的 Washbur 方程

式 

ζζ ζ cos s
d
d

θ
τ
+ =  .................................................. (47) 

圖 17(a)中可見慣性與動態接觸角對於平衡高度沒有影

響。由於慣性，於平衡高度附近上升發生震盪；動態接

觸角阻礙了這震盪。在於越小管徑中 Ω 越大，慣性作

用越小因此式(46)越接近式(47)之描述圖 17(b))，反之

管徑越大三條方程式差異便越大。若考慮管半徑以正

弦函數變化 (sinusoidal capillary)，圖 18 展示了作者的

毛細上升模擬結果，於較小管徑毛細管中動態效應影

響降低，隨著管徑增加了動態影響，增加接觸角能放大

了幾何形狀對於濕潤過程的影響。不均勻管徑使得毛

細上升至「亞平衡」位置( 1ζ < )，而未達均勻管徑毛細

管之平衡高度( 1ζ = )。相對於不考慮慣性，考慮慣性造

成較高之亞平衡位置，動態接觸角效應降低了亞平衡

高度。 
 

四、結論 
 
在描述土壤的順態水分運動中，如何有效描述動

態效應對於毛細壓力的影響，是目前主要的難題之一。

毛細壓力變化與液-氣-固三相接觸角息息相關，而目前

對於動態接觸角的理論尚未有完整定論。動態接觸角

為界面移動速度之函數，本文回顧與整理數種經驗公

式可被使用來描述此關係。對常見者有 Ca sinh( )u∝ 、
3
dCa θ∝ 、 ( )cos tanh Cadθ ∝ 以及 cos - coss d Caβθ θ α= 。

本文同時提出新經驗公式描述關係。動態接觸角解釋

許多孔隙介質雙相流甚至多相流之行為，扮演阻尼角

色，模式中若加以動態效應將可以獲得更好之模擬。

Hsu et al. (2017), Delker et al. (1996)兩實驗與模式顯示

了於速度快速變化(入滲初期)、以及速度趨緩時(毛細

上升之大時間)動態效應顯著影響的流體行為。Wang et 
al. (2013) 無因次模式顯示孔隙幾何變化、動態效應導

致不同毛細上升之亞平衡高度。 
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無因次參數 Ω可代表慣性影響 
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3 3 5
0

128Ω=
g R
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式(44)中忽略動態接觸角得到修正型 Washburn 方程式 
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進一步忽略慣性項Ω→∞，得到經典的 Washbur 方程

式 
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d
d

θ
τ
+ =  .................................................. (47) 

圖 17(a)中可見慣性與動態接觸角對於平衡高度沒有影

響。由於慣性，於平衡高度附近上升發生震盪；動態接

觸角阻礙了這震盪。在於越小管徑中 Ω 越大，慣性作

用越小因此式(46)越接近式(47)之描述圖 17(b))，反之

管徑越大三條方程式差異便越大。若考慮管半徑以正

弦函數變化 (sinusoidal capillary)，圖 18 展示了作者的

毛細上升模擬結果，於較小管徑毛細管中動態效應影

響降低，隨著管徑增加了動態影響，增加接觸角能放大

了幾何形狀對於濕潤過程的影響。不均勻管徑使得毛

細上升至「亞平衡」位置( 1ζ < )，而未達均勻管徑毛細

管之平衡高度( 1ζ = )。相對於不考慮慣性，考慮慣性造

成較高之亞平衡位置，動態接觸角效應降低了亞平衡

高度。 
 

四、結論 
 
在描述土壤的順態水分運動中，如何有效描述動

態效應對於毛細壓力的影響，是目前主要的難題之一。

毛細壓力變化與液-氣-固三相接觸角息息相關，而目前

對於動態接觸角的理論尚未有完整定論。動態接觸角

為界面移動速度之函數，本文回顧與整理數種經驗公

式可被使用來描述此關係。對常見者有 Ca sinh( )u∝ 、
3
dCa θ∝ 、 ( )cos tanh Cadθ ∝ 以及 cos - coss d Caβθ θ α= 。

本文同時提出新經驗公式描述關係。動態接觸角解釋

許多孔隙介質雙相流甚至多相流之行為，扮演阻尼角

色，模式中若加以動態效應將可以獲得更好之模擬。

Hsu et al. (2017), Delker et al. (1996)兩實驗與模式顯示

了於速度快速變化(入滲初期)、以及速度趨緩時(毛細

上升之大時間)動態效應顯著影響的流體行為。Wang et 
al. (2013) 無因次模式顯示孔隙幾何變化、動態效應導

致不同毛細上升之亞平衡高度。 
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