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摘 要 

本研究建構擬譜法以處理最佳化控制問題，擬譜法的分析過程先離散化最佳化函數及其

限制條件，並選取適當之節點逼近，便能使原問題轉變為離散之最佳化問題，再利用非線性

最佳化演算法求解，便能得到此最佳控制問題之最佳控制解。本研究利用孔隙介質二相流之

最佳震動控制問題進行案例分析，在多孔隙介質內的油滴因為毛細作用的抗力而被困在毛細

管中不能輕易被抽出，因此在抽取過程中會額外施加一振動頻率，使油滴產生共振抵抗毛細

作用的抗力，以提升油滴抽取的效率。本研究的最佳控制問題之控制變數為調整額外施加之

振動頻率與外力，限制式為使油滴達到可抽出之最小距離，再以抽取過程中最低能量消耗為

目標函數，本控制問題之最佳解將可提供油滴的最佳震動抽取控制。 
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一、前言 
 
本研究的目的是建構最佳控制(optimal control)問

題的擬譜法(pseudospectral method)，應用於孔隙介質二

相流(two-phase flow in porous media)，進行最佳震動控

制問題[1-3]作為案例分析。擬譜法可用來解決最佳控

制問題，其方法結合最佳化與數值方法，步驟先利用內

插多項式離散化原函數，再選擇節點以逼近原函數特

性，其後再用已知的內插多項式與節點導出微分矩陣

與積分權重解決離散化中微分及積分的問題，最後再

加入可容許誤差滿足此方法的存在性與收斂性[3]。 
孔隙介質二相流模式有相當多的應用，許多能源

均蘊藏於地下土壤中，為了分析能源開採的過程，例

如：地熱能源隨著地下水在土壤移動、地下石油或頁岩

油開採等議題，模擬液體或氣態在地下土壤運動過程

的孔隙介質二相流模式，是非常重要的分析工具。另

外，二氧化碳封存，經由高壓與高溫的處理，二氧化碳

將轉換為超臨界流體，灌注並封存於地下土壤中，也可

用孔隙介質二相流模式進行模擬及分析[4-6]。 
為解決孔隙介質二相流的油滴被困在孔洞中之問

題，在抽取油滴的過程中會額外施加一振動頻率使油

滴產生共振抵抗毛細作用的抗力，此類的問題也可以

被用在清除多孔隙介質中的汙染物或是去除水體裡的

氣泡，本研究的案例分析是最佳震動控制問題，是以抽

取者的立場考量如何以最小的能量消耗控制所施的外

力以及振動頻率以滿足油滴的抽出條件。孔隙介質二

相流的最佳震動控制問題之分析及結果可應用於能源

開採、二氧化碳封存、及污染傳輸等多孔隙介質傳輸分

析[4-6]。 
 

二、研究方法 
 
最佳控制是一個考慮連續時間觀念、針對控制環

境進行最佳化的數學模式，最佳控制常被應用於航太、

物理、電機、經濟的領域，分析系統之連續時間最佳控

制。以下首先界定，研究問題的系統範圍[1-3]，接著建

立此系統的最佳控制問題的數學模式，定義 x(t)=[x1(t), 
x2(t), x3(t), …, xm(t)]為隨時間 t 變動的狀態變數、u(t)為
控制變數的向量，方程式(1.1)的 z 為最佳控制問題的總

目標函數，為不同時間的目標函數 e 對時間之積分，限

制式包含方程式(1.2)的微分方程式 fi，方程式(1.3)與
(1.4)分別為一般的非動態之等式限制式 g 與不等式限

制式 h。首先界定所分析系統狀態的相互關係，並量化

的不同控制下的狀態間關係，接著建立一般的最佳控

制數學模式(1.1)-(1.4)，本最佳控制問題尋求目標函數

(1)的最大化，方程式(1.2)-(1.4)描述系統間的動態及非

動態關係。 

Maximize 

z = ∫ e(x(t), u(t), t)dt............................................. (1.1) 

Subject to  

d(xi(t))/dt = fi(x(t), u(t), t) 
∀ i=1, 2, 3, …, m................................................. (1.2) 

g(x(t), u(t), t) = 0 ................................................. (1.3) 

h(x(t), u(t), t) ≤ 0 ................................................. (1.4) 

以下建構最佳控制問題的擬譜法分析，擬譜法首

先利用 Lagrange 內差多項式(interpolating polynomial)
處理最佳控制問題，此 Lagrange 內差多項式是一個通

過 n 個點的多項式(見方程式(2.1))，Lagrange 內差多項

式包含 n 個(n-1)次多項式，第一個多項式通過第一個

點，其餘點為零，第二個多項式通過第二個點，其餘點

為零，以此類推，到第 n 個多項式通過第 n 個點，其

餘點為零。故所有時變(time dependent)的狀態變數及控

制變數，均可轉化為 Lagrange 內差多項式的疊加，如

方程式(2.2)及(2.3)所示。  

LN,k(t) = [(t-t0)*…*(t-tk-1)*(t-tk+1)*…*(t-tN)]/ 
[(tk-t0)*…*(tk-tk-1)*(tk-tk+1)*…*(tk-tN)] ................ (2.1) 

x(t) = Σk=0
N [(LN,k(t))*(yk)] .................................. (2.2) 

u(t) = Σk=0
N [(LN,k(t))*(vk)] .................................. (2.3) 

Lagrange 內差多項式可以用來處理微分方成及積

分方程式，首先將方程式(2.2)對時間進行微分，則此函

數的微分即等於右端 n 個(n-1)次多項式的微分總和(方
程式(3.1)-(3.3))，另外再將方程式對時間進行積分，則

此函數的微分即等於右端 n 個(n-1)次多項式的積分總

和，見方程式(3.4)-(3.6)。 

d[xN(ti)]/dt = Σk=0
N [(d[(LN,k(ti))]/dt)*(yk)] ........... (3.1) 

d[xN(ti)]/dt = Σk=0
N [(Di,k)*(yk)] ........................... (3.2) 

Di,k = d[(LN,k(tk))]/dt ............................................ (3.3) 

gN(yk, vk, t) = Σk=0
N [(LN,k(t))*(hk(yk, vk))] ........... (3.4) 

∫[gN(yk, vk, t)]dt = Σk=0
N [(∫-11 [LN,k(t)]dt)*(hk(yk, vk))] 

= Σk=0
N [(wk)*(hk(yk, vk))] .................................... (3.5) 

where wk = ∫-11 [LN,k(t)]dt. This is the weight for LGL 
quadrature integration ......................................... (3.6) 
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再對移動位移進行積分，限制式包含油滴的位移對時

間之常微分方程式，及油滴的初始條件及邊界條件(如
下方程式)，本震動最佳控制問題在符合限制條件下，

求解最小的震動能量，在均勻管徑及漸縮管徑的最佳

震動控制問題中，x 為油滴可抽出之移動距離，tN 表示

最終時刻，af 為介質可承受之最大外力(加速度)，均勻

的孔隙管徑之最佳震動控制問題可建構於方程式(7.1)-
(7.6)。 

 
Minimize 

Nx t2 2
n n e n n e

0 0

dx tρ πR L a t dx t ρ πR L a t dt( )( ) ( ) ( )
dt

=∫ ∫  

  ............................................................................ (7.1) 
Subject to 

w w
e 0

n n

p
ρ

(L, t p 0, t
a t a cos(wt)

L
) ( )

( )
−

− = − −

2
2

0 c 02
( ) ( ) ( )d x t dx t2w w w x t

dtdt
= + +  .................. (7.2) 

x(0) 0=  (初始條件) ................................... (7.3) 

dx(0) 0
dt

=  (初始條件) ................................... (7.4) 

N x(t ) x=  (邊界條件) ................................... (7.5) 

2

f2
d x(t) a

dt
≤  (路徑控制) ................................... (7.6) 

本研究利用類頻譜法求解上述的孔隙管徑之最佳

震動控制問題，最佳控制問題包含目標函數及限制式，

目標函數為積分方程式，限制式包含微分方程式及其

他相關限制式，本研究先利用 Pseudospectral method 離

散此最佳控制問題，則此最佳控制問題即可利用一般

的最佳化方法求解。 
首先假設固定所施加之外力與振動頻率並忽略一

次微分項不考慮摩擦力所造成之影響，進行最佳化求

得油滴振動的振動位置與時間的關係並以一施加外力

更大之參數與原來的軌跡做比較，圖 1 顯示在振動頻

率不變的條件下，油滴振動的軌跡且在施力較大的狀

態下振幅亦會增加，且不影響油滴的振動趨勢，因此可

預期在施力較大的條件下，油滴有更能被抽取出的趨

勢。另外，確定限制式的正確性後，即可以所施外力與

振動頻率為控制變數，以消耗能量最小為目標函數，並

加入管壁對油滴造成摩擦力之能量損耗，選取 51 個節

點模擬此運動過程如圖 2、圖 3 所示。圖 1-3 的結果可 
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則前述的微分與積分方程式可以用方程式(6.1)-(6.4)取
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佳震動控制問題。 
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三、最佳震動控制問題 

 
本研究的初步成果，已建立孔隙介質二相流之最

佳震動控制問題，此模式是以微觀的角度來討論小尺

度下一個油滴(或其他液體)在多孔隙的土壤中，因為壓

力及震動力(seismic wave force)，所造成這個油滴的移

動[4-6]。以下假設均勻的孔隙管徑及漸變的孔隙管徑

的二種案例，分別討論孔隙介質二相流的最佳震動控

制。 
此最佳震動控制問題的目標函數為震動所需提供

的能量，而震動能量等於油滴重量與震動加速度乘積，
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再對移動位移進行積分，限制式包含油滴的位移對時
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包含原函數的離散化，及適當節點之選取，便可將最佳

控制問題轉化為非線性最佳化問題進行求解。本研究

再以孔隙介質二相流之最佳震動控制問題做為案例，

最佳震動控制模型考慮油滴位移與施加外力及振動頻

率之常微分方程關係式，並引入能量的概念，控制力與

頻率的大小，求得最小的能量消耗。 
在使用擬譜法離散原函數的過程中，假使選取的

節點不足，便會在兩端端點附近產生振盪現象因此較

容易產生誤差，而在模擬一運動過程為振動的情況下，

此誤差更容易被隱藏在所模擬之運動過程中而錯估了

實際運動的位置，因此往後所選之原函數期望以趨勢

較為穩定之函數較合適，又或者在訂定區間時選擇尺

度較小的間隔，才較能反映原函數的走向。 
實際狀況的振動方向會從不同方向與角度影響油

滴運動，本研究模擬之油滴在毛細管之運動過程只考

慮一維的移動，未來研究包含二、三維模型的推廣及其

不確定分析。 
 

符號定義 
參數 
i  狀態變數之參數，i = 1, 2, 3, …, m 
n, k  Language 多項式之端點參數， 

n, k = 0, 1, 2, 3, …, N 
t  時間參數 
變數 
Ln,k  Language 多項式之端點 

Di,k  不同端點之 Language 多項式值 
u(t)  控制變數 
vk  控制變數之 Language 多項式端點值 
x(t)  狀態變數 
yk  狀態變數之 Language 多項式端點值 
e, g, h 目標函數與限制式方程式 
z  目標函數 
af  介質可承受之最大外力(加速度) 

tN  最終時刻 
x   油滴可抽出之移動距離 
R(t)   平均半徑 
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