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摘  要 

本文旨在探討三種非混合流體系統(空氣-水、空氣-油及油-水)對雷利表面波相

速度及衰退係數之影響。利用未飽和孔隙介質之孔彈性理論，我們推導出雷利表面

波相速度及衰減係數的解析三次冪次擴散(dispersion)方程式。我們數值模擬此三次

冪次方程式，求得三個雷利表面波(依其波速大至小表示為 R1、R2和 R3波)分別在

上述三種非混合流體系統之林肯砂土中且在不同潤濕流體飽和度下之相速度及衰退

係數。震盪頻率以接近地震波之低頻率範圍 1~100 Hz為例。 

數值模擬結果顯示：在三種非混合流體系統中，R1波之相速度約佔剪力波相速

度之 93%~96%。R1波之衰退係數在空氣-水流體系統及空氣-油流體系統中，與孔隙

中兩流體密度差及相對運動相關。然而 R1 波之衰退係數在油-水流體系統中主要與

有效動力剪力黏滯性有關。R2波及R3波分別與P2波及P3波之相速度(Lo et al., 2005)

之趨勢非當相近，推論 R2 波及 R3 波之相速度分別受流體與固體相間反相

(out-of-phase)運動(如同 P2波)及受毛細壓力(如同 P3波)所影響。R2波衰退係數如同

P2 波，隨有效動力剪力黏滯性之增加而增加，係與流體黏性愈大流動速度減少相

關。R3 波之衰退係數在油-水流體系統中最大，在空氣-水流體系統中最小，但此三

種非混合流體系統中之三個 R3波衰退係數值彼此間差異並不大。 

關鍵詞：孔彈性，雷利表面波，不透水。 
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ABSTRACT 

The present study investigates the effect of pore fluid mixtures on surface wave 

propagation and attenuation along an impermeable boundary. A derived cubic polynomial 

dispersion equation depicts the relationship between wave number and excitation 

frequency. As the excitation frequency (1-100 Hz) is stipulated, the dispersion equation 

can be numerically solved via Matlab to determine the phase speed and attenuation 

coefficient of Rayleigh waves in Lincoln sand permeated by three different fluid  

mixtures (air-water, air-oil and oil-water). Numerical results show the existence of three 

different Rayleigh waves, which are designated as the R1, R2, and R3 waves in 

descending magnitude of phase speed.  

The R1 wave phase speed was found to be approximately 93-96% of the shear wave 

speed within relative fluid saturation of 1 to 99%. The R1 wave attenuation coefficients in 

both air-water and air-oil systems are dependent on the difference between the two fluid 

densities and the relative motion between the solid and fluid phases. However, the R1 

wave attenuation coefficient in the oil-water system depends on effective dynamic 

viscosity. The R2 and R3 wave phase speeds possess similar patterns to those of the P2 

and P3 waves found in Lo et al. (2005). This implies the out-of-phase motion between the 

solid and fluid phases influences R2 wave phase speed and capillary pressure affects R3 

wave phase speed. Similar to the P2 wave, the R2 wave attenuation coefficient is 

positively correlated to effective dynamic viscosity. The R3 wave attenuation coefficient 

in an oil-water system is highest among the three fluid mixtures, but the difference is 

trivial. 

Keywords: Poroelasticity, Rayleigh surface wave, Impermeability. 
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一、緒 論 

彈性波在含多相黏性流體之孔隙介質中之

波傳及衰退行為最近已引起學界廣泛的探討與

研究，並已應用在地震學、地球物理學、石油工

程及地質工程等領域。當彈性波頻率小於 100 Hz

範圍內可視為地震波的頻譜域。根據波傳的範

圍，彈性波可分為體波(body waves)及表面波

(surface waves)兩種。一般而言，體波不受邊界條

件所影響，通常發生在地球內部進行波之傳遞及

衰減，其常見之型式為膨脹波(Dilatational wave)

及剪力波(Shear wave)。然而，表面波對淺源地震

時最明顯，其具有低頻率、高震幅和具擴散的特

性，且只在近地表處傳遞，為最有威力的地震

波。表面波常存在於多層或含自由表面之孔隙介

質中，最常見之兩種典型為雷利表面波(Rayleigh 

surface wave)及洛夫表面波(Love surface wave)。

表面波與體波截然不同，因其波傳能量會在波前

進之垂直向或水平向振動，以致於對結構物或建

物造成破壞。圖 1描述上述四種典型的波傳(膨脹

波、剪力波、雷利波及洛夫波等)之運動特性及其

差異性。本文著重研析雷利表面波之特性[參見圖

1(c)]，一般而言雷利波之係在波傳遞方向上由膨

脹波及垂直向剪力波合成所產生，在孔隙介質表

面附近沿橢圓形軌跡運動造成表面附近明顯振

動，其在地表面之強大破壞力與人類生命財產安

全息息相關。因此，在地震學領域非常重視雷利

表面波之調查研究。 
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Direction of wave propagation Original undisturbed 
porous media

CompressionCompressionDilatation Dilatation

(a) ( )   

Direction of wave propagation Original undisturbed 
porous media

(b)  

Direction of wave propagation Original undisturbed 
porous media

(c)

Direction of wave propagation Original undisturbed 
porous media

(d)   
圖 1  體波及表面波運動特性示意圖 

 

在石油工程之應用上，Beresnev 和 Johnson

在 1994年回顧 40多年來彈性波在石油產量增採

之方法及研究成果指出，很多文獻顯示地震誘發

之地震波和城市的噪音很有可能會改變地下水

或油之增採量。在某些案例中，震盪波會增加流

體之運動性。透過很多的實驗之分析發現，彈性

波對飽和岩石透水性之影響性已被證實。實驗室

內製造彈性波源來震盪飽和土壤會影響滲透性

並增加碳水化合物在土壤中之增採量。低頻率震

盪波在 1983至 1994年間被廣泛應用在對於地下

淺層油庫之研究。由於這些重大之發現，衍生出

兩個相關之應用。首先，因油井使用過一段時間

後，井孔口附近會沉積垢和泥土造成產油效率降

低，此時，可應用高動力超音波在靠近油井孔口

之地層造波震盪以減少淤積物阻塞油之通過。在

很多案例中，使用超音波法可以有效去除阻礙油

流入井中淤積物，據研究發現其去除效率高達

40~50%，且使用此法後提升之油產出率能持續

數個月之久。其次，大量增加地表造波來源，有

助於將前述之局部效應擴大應用在整個地下油

庫之石油增採量。 

在地質工程應用上，雷利波表面波譜法

(Spectral Analysis of Surface Wave method, SASW)

為最常用且最有名之方法，其原理係藉由頻譜分

析來推求土層剖面剪力波速與剪力模數等資

料，進而快速獲得地質資訊並節省大量經費之支

出。在非破壞性檢測方面，雷利波由於具容易在

彈性介質表面處合成及被量測到之特性，因此藉

由調整頻率改變其波長，可適用在不同尺度材料

特性之檢測。在超音波頻率範圍內，雷利波常被

使用在尋找材質破裂處及其它瑕疵不均質之測

試。有鑑於其在不同工程應用之重要性，因此本

文探討雷利表面波在含兩非混合、黏稠性、可壓

縮流體之彈性孔隙的波傳物理特性。 

Biot 在 1956 年提出固體液體間之耦合

(coupling)孔彈性理論模式，用以量化描述體波在

含單一孔隙黏性流體介質之波傳及衰退行為。這

個理論解釋了兩相(固態和液態)間動態的力學交

互作用。Biot在理論上預測在孔隙含單一流體的

飽和介質中會兩個膨脹波(俗稱 Biot 快速波及

Biot慢速波)及一個剪力波存在。前述單相流體系

統僅能用來模擬含單一流體的飽和孔隙介質的

情形，並無法滿足實際觀察到之非飽和土壤案

例。隨後其它學者進一步發展出非飽和孔彈性理

論，係以連體力學理論推導含兩非混合相流體孔

彈性介質之耦合方程式，並在理論上預測出三個

膨脹波(Tuncay and Corapcioglu, 1997及 Lo et al., 

2005)及一個剪力波(Lo, 2008)之存在。 

在傳統固體力學(無孔隙)理論上，Rayleigh 

(1885)最早在不受應力之半無限邊界無孔隙彈性

固體表面發現雷利表面波的存在。雷利表面波在

含單一流體的飽和之半無限孔隙介質中的波傳

問題，已經有多位學者進行探討。就波傳受孔隙

介質自由平面透水邊界之影響而言，Deresiewicz 

(1960 & 1962)曾探討自由表面邊界波傳之相速度

(phase speed)及衰退係數(attenuation coefficient)。

Jones (1961)推導出用來描述震盪頻率與波數
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(wave number)關係之擴散(dispersive)方程式，並

討論雷利表面波在飽和半無限空間之波傳及衰

退行為，但 Jones (1961)忽略由固體與流體間相

對加速運動造成所產生之慣性力。再者，他在數

值模擬中忽略孔隙流體的黏滯性，發現了非擴散

(non-dispersive)雷利表面波之存在。Tajuddin 

(1984) 研究透水與不透水邊界對雷利表面波運

動之影響，並與 Jones (1961)同樣假設而忽略孔隙

流體黏性後，數值計算結果顯示在固定柏松比

(Poisson’s ratio)時，非擴散之雷利表面波相速度

在透水邊界中稍大於在不透水邊界之值。Liu and 

de Boer (1997)證明孔隙流體之黏滯性會造成雷

利表面波的衰退，且其相速度有擴散(dispersion)

之特性。Yang (2001)研究單一黏性流體在不同土

壤下之雷利波相速度的變化。 

Yang (2005)後來又再探討雷利波在非飽和

土壤中之雷利波模式，但其並未嚴謹考慮固體顆

粒與兩黏性流體間之慣性力、黏滯力等交互作用

及相對運動。Dai et al. (2006)探討飽和雙孔隙系

統(即含低透水性之土壤孔隙及高透水性之裂隙

孔隙)中雷利表面波之傳遞。Chao et al. (2006)以

體積加權平均法概念來修正 Biot 理論中之流體

體積模數倒數(inverse bulk modulus)，做為有效流

體統體模數(effective fluid bulk modulus)。Chao et 

al. (2006)並證實表面波之相速度與衰減係數與

流體相對飽和度有關。Lo (2008)探討雷利表面波

在透水邊界下非飽和孔隙介質中之波傳與衰退

行為，並證明三個獨立雷利表面波模式之存在及

其對應之相速度與衰減係數。 

前述多數學者致力於探討無黏性流體、單一

黏性流體中透水邊界的雷利表面波之傳遞，目前

仍缺乏剖析雷利表面波在不透水邊界下含兩種

非混合相流體孔隙介質中之物理特性。因為在地

表下之孔隙介質大部份孔隙中都同時充滿水、空

氣、油等多種流體，故這種孔隙中含兩相流體之

非飽和情況誠能反映更真實之現地狀況。當孔隙

流體被拘限在不透水邊界之孔彈性介質內，常會

造成孔隙流體壓力之產生而易誘發土壤液化

(liquefaction)，尤其在大地工程領域非常重視此

類現象之預防及研究。因此，本文以含兩種非混

合、可壓縮、具黏滯性流體之孔彈性理論(Lo et al., 

2005)為基礎，並考慮在未受應力不透水邊界下含

兩孔隙流體介質中，推導出理論上用來描述雷利

表面波在黏性孔隙流體運動具複數根之擴散方

程式。當給予一震盪頻率時，此方程式可以被計

算出對應之雷利表面波相速度及衰減係數之解

析解。同時，又以含空氣-水、空氣-油及油-水

等三種兩相流體組合之林肯砂土(Lincoln sand)

為例，探討常見之低震盪頻率震波範圍(1 Hz~100 

Hz)內，非混合流體組合對地震波相速度及衰退

係數之影響，進而探討其物理特性與相關影響因

子之關係。 

二、兩非混合流體孔彈性理論 
及應力應變關係 

Lo et al. (2005)在忽略重力(body force)效應

且假設孔隙介質具均質等向、等溫度條件下，利用

連體力學理論(continuum theory of mixture) (Lo 

et al., 2002)，導出含兩種非混合相混合流體孔彈

性介質中之動量耦合偏微分方程式。其可表示為： 
 

2

1 2 1 211 21 12 22 11 222

1 211 12 13

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

1
[( ) ] ( )

3

s s s s ss s

s s

u A A u u A A u u R u u R u u
t t

a G u a u a u G u

ρ θ∂ ∂⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + − + + − + − + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂ ∂

= ∇ + ∇ ⋅ + ∇ ⋅ + ∇ ⋅ + ∇ ⋅ ∇

r r r r r r r r r

ur ur r ur r ur r ur urr

...............(1.1) 

2

1 1 2 1 1 21 1 11 12 11 12 22 232
( ) ( ) ( ) ( )s s s su A u u A u u R u u a u a u a u

t t
ρ θ∂ ∂⎡ ⎤− − − − − − = ∇ ∇ ⋅ + ∇ ⋅ + ∇ ⋅⎣ ⎦∂ ∂

r r r r r r r ur ur r ur r ur r

......(1.2) 

2

2 1 2 2 1 22 2 21 22 22 13 23 332
( ) ( ) ( ) ( )s s s su A u u A u u R u u a u a u a u

t t
ρ θ∂ ∂⎡ ⎤− − − − − − = ∇ ∇ ⋅ + ∇ ⋅ + ∇ ⋅⎣ ⎦∂ ∂

r r r r r r r ur ur r ur r ur r

.......(1.3) 
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式中，ρs、ρ1、ρ2 分別表示固體相、非潤濕

(non-wetting)流體相及潤濕(wetting)流體相之密

度；θs、θ1及θ2分別表示固體相、非潤濕流體相

及潤濕流體相之體積分量(volumetric fraction)；

su
v

、 1u
v

及 2u
v

分別表示固體相、非潤濕流體相及潤

濕流體相之位移向量；R11及 R22為兩個與流體黏

性耦合相關之本構係數(constitutive coefficient)；

A11及A22為固體與流體間慣性耦合相關之本構係

數，A12 及 A21 為兩流體間慣性耦合相關之本構

係數且一般常假設 A12 = A21；G為孔隙介質之剪

力模數(shear modulus)。aij ( i, j = 1,2,3)為彈性係

數且具軸對稱性 aij = aji；上述之參數可由其它可

直接量測之參數推求出，其相互關係式可參考

Lo et al. (2005)。 

利用孔隙率變化與毛細壓力相關本構方程

式的封閉(closure)關係並將質量守恆觀念運用於

兩相非混合流體和彈性孔隙固體之系統，可推導

出用來描述孔隙介質中固體相與流體相間之線

性應力應變關係。Lo et al. (2005)提出： 

11 12 1 13 2

2
2 [( ) ]

3
st Ge a G e a aε ε δ= + − + + ...(2.1) 

1 1 12 22 1 23 2p a e a aθ ε ε− = + + .........................(2.2) 

2 2 13 23 1 33 2p a e a aθ ε ε− = + + .........................(2.3) 

式中， st  為固體相之應力張量(stress tensor of  

the solid phase)； 1
2 ( )

T

s se u u⎡ ⎤= ∇ + ∇
⎢ ⎥⎣ ⎦

urr urr

為固體應變 

張量(strain tensor of the solid phase)，其中上標 T

表示轉置(transpose)矩陣； se u≡ ∇ ⋅
ur r

及 uξξε ≡ ∇ ⋅
ur r

 

( 1,2ξ = )分別為固體相及兩流體相之體積應變量

(膨脹量)；δ 表示單位張量(當 i ≠ j時，δij = 0；

當 i = j時，δij = 1)；pξ (ξ = 1,2)為流體相ξ之孔隙
壓力。另參考傳統 Biot (1956)之定義，含孔隙流

體介質之總應力可被定義為： 

s ft pσ φ δ= −  ....................................(3) 

式中，p f 表示孔隙流體之壓力；φ為孔隙率
(porosity)。在兩相流體系統中，流體壓力 pf可由 

Thin impermeable surface

Non-wetting Fluid 
z

x

Wetting Fluid

solid

 

圖 2 本文之物理概念示意圖 

 

每個流體其個別之孔隙壓力的體積平均求得

(Tuncay and Corapcioglu, 1997; Lo et al., 2005)。

Whitaker (1973)利用體積平均(volume-averaging)

之觀念，將在非飽和孔隙介質中之流體壓力，視

為在非潤濕和潤濕相流體壓力之加權總和，亦

即： 

1 1 1 2(1 )fp S p S p= + − .................................... (4) 

式中，Sξ=θξ /φ表示 ξ相流體之相對飽和度(relative 

saturation)。將(4)式代入(3)式中可以得到： 

1 1 1 2

1 1 2 2

[ (1 ) ]

( )

s

s

t S p S p

t p p

σ φ δ

θ θ δ

= − + −

= − +
....................... (5) 

將(5)式代入(3)式，可以將總應力張量表示成下

式： 

( ){
( ) ( ) }

2
11 12 133

12 22 23 1 13 23 33 2

2Ge a G a a e

a a a a a a

σ

ε ε δ

⎡ ⎤= + − + +⎣ ⎦

+ + + + + +⎡ ⎤⎣ ⎦

... (6) 

三、膨脹波及剪力波運動方程式 

在 Tuncay and Corapcioglu (1997)理論中明

確證明出，在含兩相流體之存在三個膨脹波(P波)

及一個剪力波(S波)之傳遞速度。隨後，Lo et al. 

(2005) 導入慣性耦合之概念於相同之含兩相流

體孔隙介質系統中，推導出理論控制方程式，同

理亦可發現三個膨脹波(Lo et al., 2005)及一個剪

力波(Lo, 2008)之存在。 

考慮波在含兩流體飽和之半無限彈性孔隙

介質之 x-y 平面運動，其 z 軸定義為從孔彈性介

質表面朝下方向為正(參見圖 2)。首先，假設 uα

和 wα分別表示 α 相位移向量 uα
v

在 x 和 z方向之
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位移分量，且與 y方向不相依，即 uα
v

= ( uα(x, z, t), 

wα(x, z, t))，故可簡化為在 x與 z方向運動。接著，

位移分量可定義為： 

u
x z

α α
α

∂Φ ∂Ψ= +
∂ ∂

 .................................(7.1) 

w
z x

α α
α

∂Φ ∂Ψ= −
∂ ∂

 ................................. (7.2) 

式中，Φα及Ψα表示兩勢能函數。接著，對(1)式

兩側進行散度(divergence)及旋度(curl)運算後可

以改寫成(8.1)~(8.3)式及(8.4)~(8.6)式： 
 

[ ]

[ ] %

2

11 12 22 11 12 1 12 22 22

2 2 2
1111 22 11 1 22 2 12 1 13 2

( 2 ) ( ) ( )

( )

s s s

s s

A A A A A A A
t

R R R R a a a
t

ρ θ∂ − − − Φ + + Φ + + Φ
∂

∂− + Φ − Φ − Φ = ∇ Φ + ∇ Φ + ∇ Φ
∂

....................................(8.1) 

[ ]
2

2 2 2
11 12 1 1 11 1 12 2 11 1 12 22 1 23 22

( ) ( ) ( )s s sA A A A R a a a
t t

ρ θ∂ ∂+ Φ + − Φ − Φ + Φ − Φ = ∇ Φ + ∇ Φ + ∇ Φ
∂ ∂

....(8.2) 

[ ]
2

2 2 2
12 22 21 1 2 2 22 2 22 2 13 23 1 33 22

( ) ( ) ( )s s sA A A A R a a a
t t

ρ θ∂ ∂+ Φ − Φ + − Φ + Φ − Φ = ∇ Φ + ∇ Φ + ∇ Φ
∂ ∂

.... (8.3) 

[ ]

[ ]

2

11 12 22 11 12 1 12 22 22

2
11 22 11 1 22 2

( 2 ) ( ) ( )

( )

s s s

s s

A A A A A A A
t

R R R R G
t

ρ θ∂ − − − Ψ + + Ψ + + Ψ
∂

∂− + Ψ − Ψ − Ψ = ∇ Ψ
∂

......................................................(8.4) 

[ ]
2

11 12 1 1 11 1 12 2 11 12
( ) ( ) ( ) 0s sA A A A R

t t
ρ θ∂ ∂+ Ψ + − Ψ − Ψ + Ψ − Ψ =

∂ ∂
...................................................(8.5) 

[ ]
2

12 22 21 1 2 2 22 2 22 22
( ) ( ) ( ) 0s sA A A A R

t t
ρ θ∂ ∂+ Ψ − Ψ + − Ψ + Ψ − Ψ =

∂ ∂
................................................(8.6) 

 
 

式中， 4
11 11 3a a G= +% 。接著，因正弦平面波不但

在 x方向傳遞且在 z方向衰退，為求解方程式(8)

式我們可以將勢能函數表示成： 

{ } { }1 2 1 2 exp( )

exp[ ( )]
s s sz

i kx t

β β β
ω

Φ Φ Φ = −
− 　

......(9.1) 

{ } { }1 2 1 2 exp( )

exp[ ( )]
s s rz

i kx t

λ λ λ
ω

Ψ Ψ Ψ = −
− 　

......(9.2) 

式中，β
α
 (α = s,1,2)和 λ

α (α = s,1,2)分別為兩勢能

函數Φ
α
和Ψ

α
之振幅；s及 r之實部須為正數以確

保波會隨距離而衰減。反之，此兩勢能函數Φ
α

和Ψ
α
將隨波傳距離增加而趨近無窮大；k = kr + 

iki為沿 x軸向傳遞之複數波數，其中實部 kr及虛

部 ki分別為為傳統之波數及衰退係數；ω為震盪
角頻率(excitation angular frequency)。將(9)式代入

(8)式可以得到： 

%

2 2 2 2 2 2
11 12 1 13 2

2
1 1 2 2

( ) ( ) ( )

( )

s

ss s s s

a s k a s k a s kβ β β

ω ρ β ρ β ρ β

− + − + −

= − + +
 

 ............................... (10.1) 

2 2 2 2 2 2
12 22 1 23 2

2
1 11 1 12 2

( ) ( ) ( )

( )

s

s s

a s k a s k a s kβ β β

ω ρ β ρ β ρ β

− + − + −

= − + +
 

 ............................... (10.2) 
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2 2 2 2 2 2
13 23 1 33 2

2
2 12 1 22 2

( ) ( ) ( )

( )

s

s s

a s k a s k a s kβ β β
ω ρ β ρ β ρ β
− + − + −

= − + +
.(10.3) 

2 2 2
1 1 2 2( ) ( )s ss s s sG r k λ ω ρ λ ρ λ ρ λ− = − + + ........(10.4) 

1 11 1 12 2 0s sρ λ ρ λ ρ λ+ + =  ...............................(10.5) 

2 12 1 22 2 0s sρ λ ρ λ ρ λ+ + =  ...............................(10.6) 

式中，參數ρss、ρs1、ρs2、ρ11、ρ12及ρ22可以被 

 

 

定義如下：ρss = ρsθ s – A11– 2A12 – A22 – i/ω (R11 + 

R22)；ρs1 = A11+ A12+ i/ω R11；ρs2 = A12+ A22+ i/ω 

R22；ρ11 = ρ1θ 1 – A11– i/ω R11；ρ12 = – A12；ρ12 = 

ρ2θ 2 – A22– i/ω R22。為求得波振幅比之值，可以

將(10.5)式及(10.6)式聯立後得到：δ1 = λ1/λs = 

(ρs2ρ12 - ρs1ρ22) / (ρ11ρ22 - ρ2
12) 及δ2 = λ2/λs = 

(ρs1ρ12 - ρs2ρ11) / (ρ11ρ22 - ρ2
12)。接著，將方程式

(10.1)~(10.3)與方程式(10.4)~(10.6)分別重新排列

成如下之矩陣型式： 
 

%

2 2 2 2 2 2 2 2 2
11 12 1 13 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
12 1 22 11 23 12 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2
13 2 23 12 33 22 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0

( ) ( ) ( )

ss s s s

s

s

a s k a s k a s k

a s k a s k a s k

a s k a s k a s k

ω ρ ω ρ ω ρ β
ω ρ ω ρ ω ρ β
ω ρ ω ρ ω ρ β

⎡ ⎤− + − + − + ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

− + − + − + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− + − + − + ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

...................................(11.1) 

2 2 2 2 2
1 2

1 11 12 1

2 12 22 2

( )

0

ss s s s

s

s

G r k ω ρ ω ρ ω ρ λ
ρ ρ ρ λ
ρ ρ ρ λ

⎡ ⎤− + ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

=⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

................................................................................(11.2) 

方程式(11)式要有非零任意解(nontrivial solution)之充要條件為其係數矩陣之行列式須為零，如此可

分別推導出膨脹波及剪力波關係方程式： 

2 3 2 2 2
11 22 33 44( ) ( ) ( ) 0P P PD V D V D V D+ + + = ............................................................................................(12.1) 

2 2 2 2 2
11 22 12 11 22 1 2 12 11 2 12 22 1( ) ( 2 )s ss s s s ss sV G ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ= − + − − − ...........................................(12.2) 

方程式(12.1)式中之係數 D11、D22、D33、D44可表示如下式： 

2 2 2
11 12 11 22 22 1 11 2 12 1 2( ) 2ss s s s sD ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ= − + + − ......................................................................(13.1) 

2 2 2
22 11 11 22 12 22 22 2 33 11 1

23 1 2 12 12 12 2 22 1 13 12 1 11 2

( ) ( ) ( )

2 ( ) 2 ( ) 2 ( )

ss s ss s

s s ss s s s s

D a a a

a a a

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

= − + − + −

+ − + − + −

%

.................................... (13.2) 

2 2
33 13 11 33 11 12 11 22 22 11 23 12 13 12

2
23 22 33 12 33 13 23 1 13 22 12 23 2

( - ) ( - ) 2( - )

( - ) 2( - ) 2( - )ss s s

D a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a a

ρ ρ ρ

ρ ρ ρ

= + +

+ + +

% % %

....................................................(13.3) 

2 2
44 11 22 33 23 12 33 13 12 23 13 22( ) (2 )D a a a a a a a a a a a= − − + −% ........................................................................ (13.4) 

 
 

在(12)式中，Vp及 Vs分別為具複數值膨脹波及剪

力波的相速度，且其在推導過程中亦可以得到：
2

PV  = ω2 / (k2 
- s2)及 2

sV  = ω2 / (k2 
- r2)，其亦可以

改寫成：s = k (1– 2
rV / 2

PV )0.5、r = k (1– 2
rV / 2

sV )0.5。

式中，Vr = ω / k為複數值之雷利表面波相速度，

其虛數值係因流體黏滯所造成之衰減。此式中顯
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示 s及 r值皆與 k相關。若忽略流體黏性造成之

衰退，因為需滿足 s > 0及 r > 0之限制，故可以

得到 Vp > Vr及 Vs > Vr之結果。相較於在無孔隙

彈性固體中之古典雷利表面波僅在 z方向衰減，

(9)式中之雷利表面波勢能函數亦能表示其在 x

方向因流體黏性造成之波速衰退。 

四、表面波方程式 

在波傳之問題中，使用不同之邊界條件會對

應不同之物理模型。為建立孔隙介質之邊界條

件，除考慮固體相之彈性行為外，必須再考慮兩

流體相與固體相間之交互作用機制。本文考慮二

維平面波運動，並假設此孔彈性半無限孔隙介質

之固體表面不受應力及孔隙流體不可自由穿透

表面，其物理概念示意圖詳如圖 2所示。因此，

在 z = 0處之邊界條件可以被定義為： 

1 20 0
0 0

( ) ( ) 0zz zx
s sz z

z z

w w w w
t t

σ σ
= =

= =

∂ ∂= = − = − =
∂ ∂

 

 .................................. (14) 

方程式(14)式之前兩項表示在表面處不受應力。

此外，我們應特別注意，一般常用(14)式後兩項

來表示不透水之邊界條件 (Deresiewicz and 

Skalak, 1963)，意指非潤濕流體之相對速度及潤

濕流體之相對速度在邊界處均為零，即流體無法

穿透邊界。另一方面，在飽和孔隙介質中亦可能

有透水邊界之情況(Dai et al., 2006; Jones, 1961; 

Liu and de Bore, 1997; Lo, 2008)，係指流體可自

由流出孔隙介質表面。 

將 (7)式及 (9)式代入 (14)式之邊界條件

中，並在消除Φs、Φ1、Φ2後，可以陣列型式表

示成： 
 

%

( )

( )

2 2 2 2
2 2

11 12 13 12 22 23 13 23 332 2 2 2

2 2
2 2 1

2 2

2 2
2 2

12 2
2

2 2
2 2

22 2

( ) 2 ( ) ( ) 2

2 0 0 2

0 1

0 1

s

p p p s

p s

p p

s
p p

a a a Gk a a a a a a Gik k
V V V V

Gik k G k
V V

k k ik
V V

k k ik
V V

ω ω ω ω β

ω ω β

ω ω δ β

ω ω δ λ

⎡ ⎤ ⎡
− + + + − + + − + + −⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢

⎛ ⎞⎢ ⎥ ⎢− − −⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥− − − −
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

− − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎣⎣ ⎦

0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥ =
⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎦

 

............................................................................................................................................................ (15) 

方程式(15)式為求 βs、β1、β2及 λs且滿足非零任意解之充要條件，可令其左邊係數行列式為零，

因此可以得到： 

2 2 2
3 2

11 22 33 442 2 2
( ) ( ) ( ) 0E E E E

k k k

ω ω ω+ + + = ...........................................................................................(16) 

式中，E11、E22、E33及 E44可由下式求出： 

2
11 11 22 33 12 13 234 4

1
( 2 2 2 )

p s

E a a a a a a
V V

= + + + + +% ...............................................................................(17.1) 

[ ]

22 11 22 33 12 13 232 2

11 1 22 2 33 1 12 2 13 1 2 232 2

4
( 2 2 2 )

1
( 1) ( 1) ( )

p s

p s

E a a a a a a
V V

G
a a a a a a

V V
δ δ δ δ δ δ

= − + + + + +

⎧ ⎫⎪ ⎪× + + + + + + + + +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

%

%
　　　

................................. (17.2) 
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表 1  三種孔隙非混合相流體兩兩組合之參數 

參數 符號 單位 Air-Water Air-Oil Oil-Water 

K1 Pa 0.145 × 106 0.145 × 106 0.57 × 109 
統體模數 

K2 Pa 2.25 × 109 0.57 × 109 2.25 × 109 

ρ1 kg/m3 1.1 1.1 803 
密度 

ρ2 kg/m3 997 803 997 

η1 Ns/m2 18 × 10-6 18 × 10-6 3.92 × 10-3 
黏滯係數 

η2 Ns/m2 0.001 3.92 × 10-3 0.001 

n － 2.811 3.002 3.137 

η － 0.5 0.5 0.5 率定因子 

χ m-1 1.89 5.29 3.58 

內在滲透係數 ks m2 24.8 × 10-13 10.9 × 10-13 9.2 × 10-13 

 

[ ]

[ ]

2
2

33 11 1 22 2 33 1 12 2 13 1 2 234 4

11 1 22 2 33 1 12 2 13 1 2 232 2

4 4
( 1) ( 1) ( )

8
2 ( 1) ( 1) ( 3) ( 3) ( 2) 2

p s

p s

G
E a a a a a a

V V

G
a a a a a a G

V V

δ δ δ δ δ δ

δ δ δ δ δ δ

= + + + + + + + + +

+ + + + + + + + + + + + −

%

%

........... (17.3) 

[ ]{ }44 11 1 22 2 33 1 12 2 13 1 2 232

16
( 1) ( 1) ( )

P

G
E G a a a a a a

V
δ δ δ δ δ δ= − + + + + + + + +% ....................................(17.4) 

 

方程式(16)式為在自由表面(不受應力)及不透水

邊界條件下之雷利表面波傳遞及衰退擴散方程

式，其為以(ω /k)型式呈現之三次冪次多項式。 

因此在給定ω及 Vp後，方程式(16)式可以獲得

6個波數 ki = kr + ki之複數值之根。由於波會隨著

距離衰減，故可以得到一個物理的限制關係：ki > 

0，即意味著只可能存在 3個 k值。另一方面，在

含兩種非混合、可壓縮黏性流體孔彈性介質中已

被證實存在三個 Vp 的解，由大至小依序表示為

P1、P2 及 P3 波(Santos et al., 1990; Tuncay and 

Corapcioglu, 1997; Lo et al., 2005)。因此，在我們

求出(16)式中的需要之每個膨脹波後，如同透水邊

界之雷利表面波問題(Lo, 2008)，三個膨脹波可分

別對應出三個雷利表面波。另在求解擴散方程式

[(16)式]之前，必須計算毛細壓力(pc)- 流體飽和度

及相對滲透性 (krξ)-流體飽和度關係 [van 

Genuchten (1980) - Mualem (1976)]，隨即才能分別

求出與pc及krξ有關之彈性係數aij及黏性耦合係數

R11、R22。此外，土壤中毛細壓力與流體飽和度之

關係，即為土壤保水曲線(water retention curve)，

其可表示為 S2 = [1 + (χhc)
n](1/n-1)，式中χ及 n為率定

因子(fitting factor)，hc為毛細壓力水頭(matric head) 

(van Genuchten, 1980)。在結合 van Genuchten 

(1980)方程式與Mualem (1976)方程式後，可以產

生相對滲透性 krξ (ξ = 1, 2)關係：kr1 = (1-S2)
η(1- 

S2
n/(n-1))2-2/n及 kr2= S2

η [1-(1- S2
n/(n-1))1-1/n]2，式中 kr1為

非潤溼流體之相對滲透係數、kr2 為潤溼流體之相

對滲透係數及η為率定因子。 

五、數值模擬結果與討論 

為了瞭解雷利表面波沿非飽和孔隙介質不

透水表面之波傳及衰退物理特性與潤濕流體飽

和度及震盪頻率之關係，我們利用Matlab軟體來

模擬及求解(16)式中三次冪次多項式之數值解。

由此三次冪次方程式，可求得三個雷利表面波

(依其波速大至小表示為 R1、R2和 R3波)之相速

度及衰退係數。本文數值模擬之孔隙介質以林肯

砂土為例，震盪頻率採用一般地震低頻率範圍

(1 Hz~100 Hz)，且潤濕流體飽和度之範圍從 0.01

至 0.99。其中，林肯砂土(由 88.6%砂土、9.4%粉

土及 2%黏土組成)之參數如下所示：Ks = 35 × 109 

Pa、Kb =32.53 × 106 Pa、G = 12.18 × 106 Pa、φ = 

0.33、ρs = 2650 kg/m3。另三種非混合相流體

(水、油及空氣)之物理參數值可參考表 1 所示 



−20− 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.990.01
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100
Ph

as
e 

Sp
ee

d 
(m

/s
)

Vr1 at 1-100 Hz
Vs at 1-100 Hz

R1 Wave (Air-Water)

Wetting Fluid Saturation

(a) -

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.990.01
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

Ph
as

e 
Sp

ee
d 

(m
/s

)

Wetting Fluid Saturation

(c) -  

R1 Wave (Oil-Water)

Vr1 at 1-100 Hz
Vs at 1-100 Hz

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.990.01
0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

Ph
as

e 
Sp

ee
d 

(m
/s

)

Wetting Fluid Saturation

(b) -  

R1 Wave (Air-Oil)

Vr1 at 1-100 Hz
Vs at 1-100 Hz

 

圖 3 潤濕流體飽和度與R1波及剪力波在林肯砂土

中相速度之關係 

(Tuncay and Corapcioglu, 1996; Chen et al., 1999; 

Lo et al., 2005)。 

由圖 3中顯示，R1波相速度在孔隙含空氣-

水流體系統中大於其在孔隙含油-水流體系統，

係因表面附近流體之壓縮性減小而造成 R1 波相

速度之減小。隨潤濕流體飽和度增加，R1 波相

速度逐漸減小。另在空氣-水、空氣-油及油-水流

體系統中，R1 波相速度分別約佔剪力波相速度

之 93.29%~94.55%、93.29%~94.54%及 95.49%~ 

95.52%，此與彈性無孔隙固體力學推導出在不同

柏松比下，雷利表面波相速度約佔剪力波相速度

之 87%~96%值接近。 

R1波之衰退係數可以參見圖 4a、4b及 4c，

圖 4a及 4b之趨勢與圖 4c存在截然不同之結果。

在空氣-水(圖 4a)及空氣-油(圖 4b)等兩種流體系

統中，R1波衰退係數隨潤濕流體飽和度(S2)增加

而變大，直至 S2約 0.98時達到最大值。但在油-

水兩相流體組合中，R1 波衰退係數隨潤濕流體

飽和度(S2)增加而減小，當 S2約 0.7 時達到最小

值。在低頻率範圍內，Berryman et al. (1988)在假

設毛細張力可忽略時，發展出用來描述 P1 波衰

退係數之近似兩項模式： 

22
1 2 1 2 1 1 2 2 2 1

1 2 1 2

( )
2 i s r r r r

eff
r

k k k k k k

k

ω ρ ρ ρ η ρ ηη
ρ ηη ηη

⎡ ⎤⎛ ⎞− +
⎢ ⎥= + ⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

 

 .................................. (18) 

方程式(18)式中，ηeff 為有效動力剪力黏滯性

(effective dynamic shear viscosity)，其定義如(19)

式。方程式(18)式之模式與震盪頻率線性相關。

其第一項與兩孔隙流體密度差之平方相關，當孔

隙中存在單一流體時，此項為零。由圖 4d、圖

4e及圖 4f中發現，第一項值在空氣-水(圖 4d)及

空氣-油(圖 4e)中較大，故 R1波之衰退係數在空

氣-水及空氣-油系統中受方程式(18)式之第一項

(ρ1 -ρ2)
2kr1kr2 /(η1η2)所控制，係因兩流體密度差及

相對運動所造成。然而 R1波之衰退係數在油-水

系統中主要受方程式(18)式之第二項[(ρ1 kr1η2+ 

ρ2 kr2η1)/(η1η2)]
2所控制，主要與有效動力剪力黏

滯性有關。 
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圖 4  潤濕流體飽和度與 R1波在林肯砂土中之衰退係數及 Berryman et al. [1988] [式(18)]兩項模式之關係 
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圖 5 潤濕流體飽和度與 R2 波在林肯砂土中相速

度之關係 

在三種流體組合配對之 R2波之相速度與潤

濕流體飽和度及震盪頻率關係如圖 5所示。經檢

視圖 5，我們發現隨著兩相流體黏滯度之增加，

R2 波相速度逐漸減小，且存在某極小之相速度

值。在空氣-水流體系統中，當潤濕流體飽和度約

為 0.94 時有一對應之最小相速度值。在油-水流

體系統中，R2 波相速度最小值在潤濕流體飽和

度約為 0.55 飽和度時發生。因 R2 波係由 P2 波

及 S波合成所產生，經與 Lo et al. (2005)圖 5 (P2

波相速度)比較後發現，其 R2 波與 P2 波相速度

之趨勢非當相近，推測 R2 波亦同樣由流體與固

體間反相(out-of-phase)運動所影響。 

Berryman et al. (1988)及 Pride et al. (1992)由

兩流體系統中流體相對運動，定義出有效動力剪

力黏滯性參數： 

1 2

2 1 1 2( )eff
r rk k

η ηη
η η

+=
+

 .................................. (19) 

此參數ηeff 在三種流體組合配對系統中與潤

濕流體飽和度之關係可參見圖 6d、6e 及 6f，經

觀察發現其與圖 6a、6b及 6c中 R2波之衰退係

數趨勢非常相似。隨著有效動力剪力黏滯性之增

加，流體流動速度減少且 R2波衰減愈快。故ηeff

對 R2波之衰退係數具有相當程度之相關性。 

圖 7及圖 8分別表示 R3波在不同潤濕流體

飽和度下之相速度及衰退係數。R3 波相速度與

Lo et al. (2005)圖 7 (P3波)比較後得知，兩者亦有

相近之趨勢，推論 R3波如同 P3波亦受毛細壓力

所影響。在圖 7中，R3波在油-水流體系統中之

相速度最小，係與毛細壓力差值相關。在比較圖

8a、8b 及 8c 之衰退係數與潤濕流體飽和度關係

後，發現 R3波之衰退係數在油-水流體系統中最

大，在空氣-水流體系統中最小，但此三種流體組

合之系統中之 R3 波衰退係數差異並不大。最

後，特別值得注意，R3 波具有很大衰退特性及

甚小之相速度，因此在實驗室中非常難觀察到

R3波的存在。 

六、結  論 

本文主要探討在含兩種非混合、可壓縮、具 
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圖 6  潤濕流體飽和度與 R2波在林肯砂土中衰退係數及有效動力剪力黏滯係數[式(19)]之關係 
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圖 7 潤濕流體飽和度與 R3 波在林肯砂土中相速

度之關係 
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圖 8 潤濕流體飽和度與 R3 波在林肯砂土中衰退

係數之關係 
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黏滯性流體之孔彈性介質中，其雷利表面波沿著

不透水且不受應力的表面下傳遞之相速度及衰

減係數的物理特性。同時採用 Lo et al. (2005)未

飽和孔隙介質之孔彈性理論為基礎，推導出雷利

表面波相速度及衰減係數的解析三次冪次多項

式[亦即擴散(dispersion)控制方程式]。因孔隙黏

性流體在土壤中相對運動造成雷利表面波速衰

減，故此擴散方程式的根具複數值。為了檢視三

種非混合流體系統在不同潤濕流體飽和度(S2 = 

0.01~0.99)及不同地震波震盪頻率(1 Hz~100 Hz)

下對林肯砂土中雷利表面波運動之影響，我們利

用數值方法來解此擴散方程式，並可得到三個不

同(R1波、R2波及 R3波)模式之雷利表面波及其

對應之相速度及衰退係數。 

在三種非混合流體組成之林肯砂土中之數

值計算結果顯示：在此不透水薄層邊界下之孔隙

介質中，R1 波相速度約佔剪力波速度值之

93%~96%。R1波相速度在空氣-水流體系統及空

氣-油流體系統中，其值非常接近，然而在油-水

流體系統系統中，R1 波相速度最小，係主要油-

水流體系統中剪力波相速度最小有關。R1 波之

衰退係數在空氣-水流體系統及空氣-油流體系統

中，與兩流體密度差及相對運動相關。然而 R1

波之衰退係數在油-水流體系統中主要與有效動

力剪力黏滯性有關。因 R2波係由 P2波及 S波合

成所產生，經與 P2波相速度比較後發現，其 R2

波與 P2波相速度(Lo et al., 2005)之趨勢非當相

近，推測 R2 波亦同樣由流體與固體間反相(out- 

of-phase)運動所影響。R2波衰退係數隨有效動力

剪力黏滯性之增加而增加，係與黏性流體流動速

度減少相關。經比較 R3波與 P3波相速度(Lo et 

al., 2005)後，發現兩者有相似之趨勢，推論其亦

受毛細壓力所影響。R3 波之衰退係數在油-水流

體系統中最大，在空氣-水流體系統中最小，但此

三種流體組合之系統中之 R3 波衰退係數差異並

不大。 
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