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摘  要 

本文應用拉普拉斯轉換推導得具Dirichlet與Neumann條件的一維污染傳輸數學

模式之基本解，然後將溶質在地表面瞬間排放、連續排放與定時段連續排放等三種

常見的排放模式，給定初始值後代入基本解，運用積分技巧推求得溶質在均質飽和

土壤中運移之解析解，再進一步給予文獻相同的求解條件來驗證推演解析解的正確

性。這些溶質排放模式的解析解，可應用於分析溶質在均質飽和土壤中運移的濃度

分佈情形，具有實用價值，亦可作為驗證電腦模擬複雜污染傳輸模式數值解的合理

性。 

關鍵詞：解析解，污染傳輸，點源。 

ABSTRACT 

With the aid of Laplace transform, the fundamental solution for the solute transport 
problems with Dirichlet and Neumann conditions in a semi-infinite saturated, homo-
geneous soil is derived. Three types of point sources with specific time drop in the soil 
surface were considered. The analytical solutions for solute concentration distribution 
with these source inputs are presented. The validity of each solution is analyzed and 
discussed, individually. The derived solutions are helpful to soil amelioration and other 
similar computing simulations of solute transport in soil systems. 

Keywords: Analytical solution, Solute transport, Point source. 
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一、前 言 

污染傳輸方程的應用領域非常廣泛，通常可

以通過求解此方程式來得到江河、湖泊、海洋等

水體及土體中污染物質濃度、溫度等物理量的運

移擴散現象，因此，研究污染傳輸方程的求解技

術為處理環境污染問題必須具備的基本概念。目

前，在污染傳輸方面的研究工作仍然非常的活

躍，因而發展出許多傳輸模式的數值解與解析

解，例如參考文獻[7,8,10]。一個數學模式解析解

的獲得，通常是把問題假設處於理想狀態，且把

複雜的數學模式與求解條件予以適度地簡化，這

樣才可能運用數學技巧得到解答，此即為解析

解，其經常扮演著兩個重要的角色：(1)作為電腦

模擬複雜問題，驗證數值解是否正確的工具；(2)
用於對數學模型中各種影響因素的敏感度分

析。簡言之，數學模型的解析解可用來分析與驗

證複雜問題的某些基本行為。本文在考慮地表下

某深度為透水層或不透水層的限定條件下，推導

得溶質在地表面排放入均質飽和土壤中運移一

維數學模型之基本解，並分別討論溶質在地表面

排放的三種類型：(1)地表面瞬間排放；(2)地表面

連續排放；(3)地表面定時段連續排放等常見排放

模式，運用積分技巧分別推求得相對應的解析

解，再給予文獻相同的求解條件，比較驗證解析

解的正確性。這些推演得溶質排放模式的解析

解，可應用於分析溶質在均質飽和土壤中運移的

濃度分佈情形，具有實用價值。 

二、數學模型 

在穩定水流條件下，溶質在均質飽和土壤中

運移的一維傳輸控制方程式可由如下偏微分方

程描述： 

kC
y
CD

y
CV

t
C −

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂

2

2
..........................(1) 

式中 C(y, t)為溶質濃度(g/cm3)；V 為一維穩定流

速(cm/min)；D 為溶質的擴散係數(cm2/min)；k
為溶質的一階降解反應係數(1/min)；y 是座標位

置(cm，向下為正)；t 為時間(min)。考慮以下的

求解條件： 

初始條件(initial condition)： 

C (y, 0) = 0,   y > 0 ................................... (2) 

邊界條件(boundary condition)：同時考慮兩種情況 

(I) ( )(0, )C t tψ= , ( , ) 0C d t = .............................(3a) 

(II) ( )(0, )C t tψ= , ( ),
0

C d t
y

∂
=

∂
........................ (3b) 

(3a)、(3b)兩式可合併寫為： 

( ) ( ),
1 ( , ) 0

C d t
C d t

y
µ µ

∂
− + =

∂
,........................(3c) 

當µ = 0 時(即為(3a)式)，屬於 Dirichlet condition，
表示地表下 y = d 處為透水層；µ = 1 (即為(3b)
式)，屬於 Neumann condition，表示地表下 y = d
處為不透水層。 

三、數學模型基本解之分析與討論 

令 ( ) ( )tyuetyC ty ,, βα += ，其中α, β為待求之函

數，對 t, y 取偏導數後代入(1)式可整理得 

( ) ( )
2

2
22u u uV D D D k V u

t y y
α α β α∂ ∂ ∂+ − = + − − −

∂ ∂ ∂
......................................................................... (4) 

若令 

02 =− αDV ， 02 =−−− αβα VkD ,..... (5) 

則可將(1)式簡化為純擴散方程式： 

2

2

y
uD

t
u

∂
∂=

∂
∂  ................................... (6) 

由(5)式可解得 

D
V
2

=α , 
2

4
Vk K

D
β = − − = − ,................... (7) 

換言之，經由變數變換 ( ) ( )),,( tyuetyC ty βα += ，

可將(1)式簡化為(6)式，因此，只要找出(6)式的

解答，就可求得(1)式的基本解。以下我們就從

推求(6)式的解答出發，首先將求解條件(2)(3c)
改寫為 
(A)初始條件： 

( ,0) 0u y =  ；  ................................... (8) 
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(B)邊界條件： 

(I) (0, ) ( ) ( )tu t t e tβψ φ−= = , ............................ (9a) 

(II) ( ) ( ) ( ), ,
0 1 ( , )

C d t u d t
u d t

y y
µ αµ µ

∂ ∂
= = − + +

∂ ∂
 

 ..................................(9b) 

對 (6) 式取變數 t 的拉普拉斯轉換 (Laplace 
Transform，t 轉換為 s)，即  

( ) ( ){ } ( )f f f -st

0
s L t t e dt

∞
= = ∫ , 

則(6)式可改寫為： 

( ) ( )
2

2 0
d u y,s s u y,s

dy D
− = ,..........................(10) 

此為二階常微分方程式，其通解為 

( ) ( ) ( ), exp exp , su y s A y B y
D

λ λ λ= + − = . 

 ..................................(11) 

對邊界條件(9a,b)式取拉普拉斯轉換得 

(0, ) ( )u s sφ=  ................................ (12a) 

( ) ( ),
1 ( , ) 0

u d s
u d s

y
µ αµ µ

∂
− + + =

∂
......... (12b) 

引用(11)(12a)兩式可得： 

( )A B sφ+ =  ................................. (13) 

由(11)(12a,b)(13)式可整理得： 

( )
( ) ( )

( )exp 2 ( ), ,
1 exp 2 1 exp 2
a s d sA B

a d a d
φ λ φ

λ λ
− −

= =
− − − −

 

( )
( )
1
1

a
µ αµ µλ
µ αµ µλ

− + −
=

− + +
............................... (14) 

將(14)式代入(11)式得 

( ) ( )
( ) ( )( )exp 2

, exp
1 exp 2
a s d

u y s y
a d

φ λ
λ

λ
− −

=
− −

 

( ) ( )( ) exp
1 exp 2

s y
a d
φ λ

λ
+ −

− −
........ (15) 

由麥克勞林級數(Maclaurin series)：
0

1
1

n

n
x

x

∞

=

=
− ∑ ，

可得 

  

( ) ( ) ( )
0 0

1 exp 2 exp 2
1 exp 2

n n

n n
a d a nd

a d
λ λ

λ

∞ ∞

= =
= − = −  − − ∑ ∑ ...........................................................(16) 

(16)式代入(15)式可整理得 

( ) ( )1

0
, ( ) exp 2 2n

n
u y s s a y d ndφ λ λ λ

∞
+

=

= − − −∑ ( )
0

( ) exp 2n

n
s a nd yφ λ λ

∞

=

+ − −∑ ............................. (17a) 

令 0 =2nd yΛ + , 1=2 2nd d yΛ + − ，則可將(17a)式改寫為 

( ) ( ) ( )1
0 1

0
, ( ) exp expn n

n
u y s s a aφ λ λ

∞
+

=

 = −Λ − −Λ ∑ ...................................................................... (17b) 

  

由於 a 為 s 的函數，因此，無法直接由(17b)式取

拉普拉斯反轉換求得解答，但若分別考慮µ = 0 與µ 
= 1 的情況，則可直接引用拉普拉斯反轉換而獲得

解答，以下分別討論此兩種情況的基本解： 
(I) 當µ = 0 時,由(14)式得 a = 1，代入(17b)式可得 

( ) ( ) ( ) ( )I
0 1

0
, ( ) exp exp

n
u y s sφ λ λ

∞

=

= −Λ − −Λ  ∑  

 ..................................(18) 

 由拉普拉斯反轉換函數對照表知[2,3]： 

{ }
2

1

3
exp

42
k kL k s

ttπ
−  
− = − 

 
...............(19a) 

 對 (18)式取拉普拉斯反轉換，引用 (19a)式
與褶積定理(convolution theorem)即可得地

表下 y = d 處為透水層濃度分佈之基本解

為  
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2
I 0 1

0 13
0 0

1, exp exp
4 44

t

n
u y t d

D t D tD t

φ τ
τ

τ τπ τ

∞

=

    Λ Λ = Λ − − Λ −    − −    −     
∑∫ ..................... (19b) 

此與 Wu & Yang [10]的結果一致。 

(II) 當µ = 1 時，由(14)式得
+

a α λ
α λ
−= ，代入(17b)式可得 

( ) ( ) ( ) ( )
1

II
0 1

0
, ( ) exp exp

+ +

n n

n
u y s s α λ α λφ λ λ

α λ α λ

+∞

=

 − −    = −Λ − −Λ         
∑ ..............................................(20) 

對(20)式取拉普拉斯反轉換可得 

( )( ) ( ) ( )
1

II
0 1

0

1, ( ) exp exp
2 + +

n ni
st

ni

u y t e s ds
i

σ

σ

α λ α λφ λ λ
π α λ α λ

++ ∞ ∞

=− ∞

  − −    = −Λ − −Λ            
∑∫ .........................(21) 

顯然地，(21)式需用數值方法才能求得解答，此部分可參考 Hong & Hirdes [4]，但若令α = 0,則(20)
式可化為簡為 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1II
0 1

0
, ( ) 1 exp 1 expn n

n
u y s sφ λ λ

∞
+

=

 = − −Λ − − −Λ ∑ ,...........................................................(22) 

對(22)式的拉普拉斯反轉換，引用(19a)式與褶積定理可得  

( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1II 0 1
0 13

0 0

, 1 exp 1 exp
4 44

t
n n

n
u y t d

D t D tD t

φ τ
τ

τ τπ τ

∞
+

=

    Λ Λ = − Λ − − − Λ −    − −    −     
∑∫ ........(23)  

此即為無滲流情況下(V = 0)且假設地表下 y = d 處為不透水層條件之溶質濃度分佈基本解。 
將(19b)(23)兩式合併寫為 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

10 1
0 13

0 0

1, sgn exp sgn exp
4 44

t
n n

n
u y t d

D t D tD t

φ τ
τ

τ τπ τ

∞
+

=

    Λ Λ = Λ − − Λ −    − −    −     
∑∫ .....(24) 

式中 sgn = 1，當µ = 0; sgn = -1, 當µ = 1 且α = 0。 
再將 ( ) ( ), ,y tC y t e u y tα β+= 與(8)(9a,b)式代入(24)式，即可得(1)式的基本解為： 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
2

0
03

0 0

, sgn exp
44

ty
n

n

eC y t t
D tD t

α ψ τ
β τ

τπ τ

∞

=

  Λ= Λ − −  − −  
∑∫   

( ) ( ) ( )
2

1 1
1sgn exp

4
n t d

D t
β τ τ

τ
+  Λ − Λ − −  −    

........................................................................(25) 

此即為溶質在土壤中運移濃度分佈之基本解。 
當 d →∞且 ( )0 sgn 1µ = = 時，(25)式可化簡為 

( ) ( )
( )

( ) ( )
2

3
0

, = exp
44

tyye yC y t t d
D tD t

α ψ τ
β τ τ

τπ τ

 
− − − −  

∫ ..............................................................(26) 

此與 Polyanin [6, chap.1 sec.1.1.5-4]的結果相同。 
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(a) 考慮純擴散情況時( 0V = 且 0k = )，α = β = 0，則(26)式可簡化為 

( ) ( )
( ) ( )

2

3
0

, exp
44

ty yC y t d
D tD t

ψ τ
τ

τπ τ

 
= − − −  

∫ ...........................................................................(27) 

 此為純擴散方程：
2

2

C CD
t y

∂ ∂=
∂ ∂

的基本解，與 Polyanin[6, chap.1 sec.1.1.2-2]的結果一致。 

(b) 考慮無降解反應時( 0k = )，則(26)式可簡化為 

( ) ( )
( )

( )
( )

2 22

3
0

, exp
4 44

Vy
tD t Vye yC y t d

D D tD t

ψ τ τ
τ

τπ τ

 −
= − − − −  

∫ .........................................................(28) 

 此為
2

2

C C CV D
t y y

∂ ∂ ∂+ =
∂ ∂ ∂

的基本解，與 Polyanin[6, chap.1 sec.1.1.4-4]的結果相同。 

(c) 考慮無滲流情況時( 0V = )，則(26)式可簡化為 

( ) ( )
( )

( ) ( )
2

3
0

, exp
44

ty yC y t k t d
D tD t

ψ τ
τ τ

τπ τ

 
= − − − − −  

∫ ............................................................(29) 

 此為
2

2

C CD kC
t y

∂ ∂= −
∂ ∂

的基本解，與 Polyanin[6, chap.1 sec.1.1.3-4]的結果相同。 
  

四、溶質排放類型之解析解與驗證 

前節各式中的函數 ( )tψ 代表在地表面 0y =
處之溶質排放函數(source function)，在實務應用

上，可依排放溶質的型態給定其函數值，進而應

用積分技巧求得解析解。以下討論在地表面排放

溶質的三種常見類型：地表面瞬間排放、地表面

連續排放與地表面定時段連續排放等排放模

式，分別先給定函數值，再運用積分技巧求得其

對應的解析解。 
(1) 地表面瞬間排放：假設 ( ) ( )0 0t C t tψ δ= − ，即

強度 0C 的溶質於時間 0t = t 時刻，在地表面

0y = 處瞬間排放。 

  

將 ( ) ( )0 0t C t tψ δ= − 代入(25)式，可得此求解條件之濃度分佈解析解為： 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

10 0 1
0 0 1 03

0 0 00

exp
, sgn exp sgn exp

4 44

n n

n

C y
C y t t t t t

D t t D t tD t t

α
β β

π

∞
+

=

    Λ Λ = Λ − − − Λ − −    − −    −     
∑  

 ...........................................................................(30) 

當 d →∞ , ( )0 sgn 1µ = = 且考慮純擴散情況時，(30)式可化簡為 

( )
( ) ( )

2
0

3
00

, exp
44

C yC y t
D t tD t tπ

 
= − − −  

....................................................................................(31) 

此為 t yyC DC= , ( ),0 0C y = , ( ) 00,C t C= , ( ), 0C t∞ = 的解析解與 Carslaw & Jaeger [1]的結果一致。 
(2) 地表面連續排放：假設 ( ) 0t Cψ = ，即強度 0C 的溶質在地表面 0y = 處連續排放。 

將 ( ) 0t Cψ = 代入(25)式，可得此求解條件之濃度分佈解析解為： 
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( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

10 0 1
0 13

0 0

1, sgn exp sgn exp
4 44

ty
n n

n

C eC y t t t d
D t D tD t

α

β τ β τ τ
τ τπ τ

∞
+

=

    Λ Λ = Λ − − − Λ − −    − −    −     
∑∫  

 ...............................................................................(32) 

積分公式[2]：
2 2 / 2 2

3
0

1 erfc erfc
2

t
a x b x ab abb at b ate dx e e

b t tx
π− − − − +   = +    

    
∫ ................................(33) 

式中 erfc(.) 為 complement error function，其定義為： erfc( ) 1 erf ( )z z= − ，其中 erf ( )z 為 error 

function ,
2

0

2erf ( )
z

z e dζ ζ
π

−= ∫ 且 erf (0) 0= , erf ( ) 1∞ = , erf ( ) erf ( )z z− = − 。 

(32)式中右邊的積分式，可引用(33)式積分得 

( )
( ) ( )

2 2
1 1

3 3
0 0

1 1exp exp
4 4

t t

t d KT dT
D t DTTt

β τ τ
ττ

   Λ Λ− − = − −   −   −  
∫ ∫  

1 1

1 1

1

4 + 4= erfc erfc
4 4

K K
D DD t DK t DKe e

Dt Dt
π Λ Λ

−    Λ − Λ +       Λ      
............................(34) 

( )
( ) ( )

2 2
0 0

3 3
0 0

1 1exp exp
4 4

t t

t d KT dT
D t DTTt

β τ τ
ττ

   Λ Λ− − = − −   −   −  
∫ ∫  

0
02

0 0

0

4 + 4= erfc erfc
4 4

K
KD
DDe t DK t DKe

Dt Dt
π

Λ
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..........................(35) 

將(34)(35)兩式代入(32)式整理可得 

( ) ( )
1 1

10 1 1

0

4 + 4, sgn erfc erfc
2 4 4

K Ky
n D D

n

C e t DK t DKC y t e e
Dt Dt
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     Λ − Λ  = − +             
∑  

( )
0 0

0 04 + 4sgn erfc erfc
4 4

K K
n D Dt DK t DKe + e

Dt Dt

Λ Λ
−    Λ − Λ +               

.....................................(36) 

當 d →∞且考慮 0µ = (即 sgn 1= )的情況，則(36)式可化簡為 

( ) 0 4 4, erfc erfc
2 4 4

y K y Ky
D DC e y t DK y t DKC y t e e

Dt Dt

α −    + − = +            
..............................................(37) 

此為半無限域溶質運移問題： t y yyC VC DC kC+ = − ，初始條件： ( ),0 0C y = ，邊界條件：

( ) 00,C t C= , ( ), 0C t∞ = 的解析解，與 Sun et al [8]、Wu & Yang [10]的結果一致。 
(a) 當考慮純擴散情形時( 0V = 且 0k = )，則(37)式可改寫 

( ) 0, erfc
4
yC y t C
Dt

 =  
 

...........................(38) 
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  上式與 Eagleson [3]、Rudakov & Ovcharov [7]、Carslaw & Jaeger [1, p.60]的結果相同。 
(b)  當考慮無降解反應情況時( 0k = )，代入(37)式整理後可得 

( ) 0, erfc erfc
2 4 4

yV
DC y Vt y VtC y t e

Dt Dt
 − +   = +    

    
...............................................................................(39) 

  上式與 Willis & Yeh [9]、Ogata & Banks [5]的結果相同。Ogata & Banks 亦指出若 0.002yV
D

<

時，(39)式右邊的第二項可以忽略不計。 
(c) 當考慮無滲流情況時( 0V = )，則(37)式可化簡得 

( ) 0 4 4, erfc erfc
2 4 4

k ky y
D DC y t Dk y t DkC y t e e

Dt Dt

−    − + = +            
....................................................(40) 

  此與 Wu & Yang [10]的結果一致。 
(3) 地表面定時段連續排放：假設 ( ) ( ) ( )0 0t C H t H t tψ = − −   ，式中 ( ).H 為 unit step function。表示

強度 0C 的溶質在地表面 0y = 處，於 00 t t< < 時段連續排放。 
將(32)式的積分區間 [ ]0,t 改變為 [ ]00,t ，則可積分整理得 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )
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1 1 0 1 00

0 0 0

4 + 4
, sgn erfc erfc
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.................(41) 

  

因此， 00 t t< < 時段溶質在土壤內的濃度分佈為

(36)式， 0t t> 時段的濃度分佈為(36)式減去(41)
式。當 d →∞ , 0µ = (即 sgn 1= )且考慮純擴散情

況時( 0k = 且 0V = )，則(41)式可化簡為 

( )
( )0

0

, = erfc
4

yC y t C
D t t

 
 
 − 

   .............(42) 

換言之，考慮純擴散情況時， 00 t t< < 時段溶質

在土層內之濃度分佈為(38)式； 0t t> 時段的濃度

分佈可由(38)式減去(42)式而得到，即 

( )
( )0

0

, erfc erfc
4 4
y yC y t C
Dt D t t

     = −    −    
.  

 ..................................(43) 

此與 Carslaw & Jaeger [1, p.63]的結果相同。 

五、應用計算與討論 

假設一強度為 C0的溶質在地表面 y = 0 處連

續排放，其在飽和均質土壤中運移的擴散係數為

D = 1.0 (cm2/hr)，降解係數為 k = 0.05 (1/day)，土

壤的平均孔隙滲透速度 V = 1.0 (cm/hr)。我們以

(36)式分別計算出地表面下 y = 2m 處為不透水層

或透水層的溶質濃度分佈，繪如圖 1~圖 4 所示。

這些圖顯示溶質濃度分佈隨著時間的增大而由

地表面逐漸往土壤深層延展擴增，直至 y = 2m 處

才因邊界條件的限制而異。圖 1 與圖 2 均考慮地

表面下 y = 2m 處為透水層的溶質濃度分佈計算

結果，其中圖 1 的邊界條件為 C(d,t) = 0，而圖 2
的邊界條件為 C(∞,t) = 0。比較此兩圖，顯示當

t > 10 day 時，圖 1 在土層厚度=2m 處(即 y = 2m)
將維持等於零，而圖 2 則趨近等於一，此結果顯

然符合邊界條件的要求。圖 3 是假設無滲流情況 
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圖 1 地表面下 y = 2m 處為透水層的溶質濃度分佈

(邊界條件為 C(d,t) = 0) 
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圖 2 地表面下 y = 2m 處為透水層的溶質濃度分佈

(邊界條件為 C(∞,t) = 0) 

 
下(V = 0)，考慮地表面下 y = 2m 處為透水層(即邊

界條件為 C(d,t) = 0)的溶質濃度分佈情形，而圖

四則是假設無滲流且考慮地表面下 y = 2m 處為

不透水層(即邊界條件為 Cy(d,t) = 0)的溶質濃度

分佈。比較圖 3 與圖 4，可觀察到當 t > 30 day 時，

圖 3 在 y = 2m 處將維持等於零，此乃因邊界條件

為 C(d,t) = 0 的緣故；圖 4 則將大於一，此亦因邊

界條件為 Cy(d, t) = 0 (即不透水層)的緣故，換言

之，觀測的時間越長，在不透水層 y = 2m 處的溶

質濃度將會不斷地持續累積增強。 

六、結 論 

本文應用積分變換推導得具 Dirichlet 與 
Neumann 條件的一維半無限域污染傳輸模式之 
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圖 3 地表面下 y = 2m 處為透水層的溶質濃度分佈

(邊界條件為 C(d,t) = 0) 
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圖 4 地表面下 y = 2m 處為不透水層的溶質濃度分

佈(邊界條件為 Cy(d,t) = 0) 

 
基本解，再分別代入與文獻相同的求解條件，運

用積分技巧驗證了推導得基本解之正確性。溶質

在地表面瞬間排放、連續排放與定時段連續排放

等三種常見的溶質排放模式解析解，在本文中也

逐項推演呈現與討論。數值計算結果顯示，可應

用這些解析解於分析溶質在均質飽和土壤中運

移的濃度分佈情形，具有實用價值，亦可作為驗

證電腦模擬複雜污染傳輸模式數值解之合理性。 
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