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摘  要 

水文頻率分析為水利工程設計的重要依據。傳統上利用卡方(χ2)檢定和科司

(Kolmogorov-Smirnov)檢定等適合度檢定法來決定水文頻率分析之最適機率分佈。近

年來所發展之線性動差法，於母體參數之推估表現上，幾近不偏推估，同時，不同

機率分佈之出象樣本散佈圖，呈現高分辨率之特質，因此國內外學者廣泛使用線性

動差比圖，作為選定水文機率分佈之依據。 
本研究使用序率模擬法，進行線性動差比值適合度檢定、卡方檢定與科司檢定

之檢定力比較。結果顯示，線性動差比值適合度檢定之檢定力明顯優於傳統之適合

度檢定方法。 

關鍵詞：頻率分析，適合度檢定，卡方檢定，科司檢定，線性動差法。 

ABSTRACT 

Hydrological frequency analysis is one of the essential tasks in hydrological 
engineering design. Conventional methods of goodness-of-fit test, including χ2 test and 
Kolmogorov-Smirnov (KS) test, are used to determine the best-fit probability distribution 
for hydrological data. Recently, L-moment method is widely used in frequency analysis 
in that it is almost unbiased in parametric estimation, and L-moment-ratio diagram has a 
high discriminability among parent distributions. Consequently, L-moment-ratios 
diagrams have been suggested as a useful tool for selecting a best-fit distribution among 
candidate ones. 

Using stochastic simulation, recent studies had established a new method for 
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goodness-of-fit test by acceptance regions of several distributions, including Normal, 
Extreme Value I, and Pearson Type III distribution, on L-moment diagram. However, 
only few studies have so far been made at comparisons of power of tests among the new 
method and conventional ones. Therefore, the purpose of this study is to compare the 
power of test of several goodness-of-fit tests, including χ2 test, KS test, and a new method 
based on L-moment diagram. It is found that the new L-moment-ratios based test is 
superior to other conventional ones. 

Keywords: Frequency analysis, Goodness-of-fit test, χ2 test, KS test, L-moment method. 
﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏﹏ 
 

一、緒 論 

堤防或水壩等水利工程結構物，經常以五十

年或一百年的洪水量為結構設計之依據，其特定

重現期洪水量之準確估計就是水文頻率分析最

重要之目的。水文頻率分析步驟包括：年最大值

序列之收集、水文量最適分佈之選定、分佈之參

數推估與極端條件下水文量之推估。其中，卡方

(χ2)檢定或科司(Kolmogorov-Smirnov, KS)檢定經

常被使用於水文量最適分佈之選定工作。 
機率分佈之選定，常遭遇記錄長度過短或是

高偏態特性之樣本分佈，致使分佈型態之選定與

參數推估存在高度不確定性。線性動差法 (linear 
moment method; Hosking, 1990)具有參數幾近不

偏推估之特性，偏全值(outliers)對於線性動差比

值之推估影響小，且不同分佈之樣本散佈於線性

動差比圖(Linear-Moment-Ratios Diagram, LMRD)
上，呈現高度辦別性，有利於選定最適機率分佈

之工作。因此，近年來線性動差法已成為決定最

適分佈重要工具之一。 
過去利用線性動差比圖輔助判斷最適分佈

之繪圖法可概分為以下三種：中心點法(Vogel et 
al., 1993; Hosking & Wallis, 1995)、曲線最適法

(Vogel & Wilson, 1996)與接受區間(Acceptance 
Region, AR)法(Chow & Watt, 1994; Cheng et al., 
2006；鄭等人，2007)。其均利用線性動差比圖上，

樣本點之散佈位置與機率分佈理論線之相對接

近距離，判斷何者為最適機率分佈。中心越接近

或者樣本點分佈情形越靠近某一機率分佈之理

論線，則其機率分佈之歸屬性就越高。然而，前

兩種繪圖法未嚴謹處理不同樣本長度之影響，於

小樣本時經常有迥異之結論出現。因此，本研究

認為，以線性動差比圖適合度檢定法(L-Moment- 
Ratios goodness-of-Fit Test)能有效糾正樣本長度

之影響，能提供統計上較嚴謹、精確之結論。 
由於線性動差比值接受區間適合度檢定法

自鄭等人(2007)才被完整地提出，其與傳統適合

度檢定法之比較研究至今仍屬不足。因此本研究

利用序率模擬方法，進行線性動差比值、卡方與

科司適合度檢定法之檢定力測試。 

二、理論介紹 

本章說明各種適合度檢定 (Goodness-of-fit 
test, GOF test)，包括卡方檢定、科司檢定與線性

動差比圖法之理論與計算流程。其次，亦分述研

究中所使用之蒙地卡羅技巧，統計之假設檢定。 
 

2.1 卡方檢定 
卡方適合度檢定之應用範圍很廣，能進行許

多單變量以及多變量機率分佈之適合度檢定，對

於母體參數已表明與否皆能進行。其檢定統計量

為卡方統計量，如式(1)， 

∑
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χ̂  ................................... (1) 

由 Pearson (1900)首度提出，又名為 Pearson 近似

式。其中 iO 與 iE 分別為第 i 區間之觀察個數與個

數期望值。n 為樣本總個數。I 為區間總個數，本

研究設定 I 之計算方式如式(2)(許，2004)， 
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p 為檢定統計量之自由度，由於總區間期望個數

之和與總觀察個數相等，因此需喪失一個自由

度，此時檢定統計量之自由度為(I-1)，後續如應

用於母體參數未表明之適合度檢定時，需再扣除

待估計參數之個數。研究中訂定各 iE 值皆相等，

並依此條件配合分位數函數(Quantile Function, 
QF)可得各區間之邊界，用以計算 iO 。 

當 iO 與 iE 之差異越大則式(1)之檢定統計量

越大，有越多證據可拒絕 H0 (經驗機率分佈與理

論機率分佈相同)。此檢定為右尾檢定，當顯著水

準為 α，若 

2
,

2ˆ pp αχχ >  ....................................(3) 

則拒絕 H0之虛無假設。 
顏(2001)指出卡方檢定唯一限制條件為，當

樣本長度過小，無法符合式(4)時，則不恰當以此

法進行適合度檢定。當樣本過短導致由式(2)得出

之區間總個數(I)，其無法滿足各 iE 值均大於等

於 5(如式(4))， 

5≥iE  ....................................(4) 

此時採用逐漸減少區間總個數(I)直至滿足式(4)
為止。同時，當檢定統計量之自由度(p)為 1 時，

需對檢定統計量進行修正。 
 
2.2 科司檢定 

科司檢定能克服卡方檢定無法進行小樣本

長度之缺憾。科司檢定統計量之定義為理論累積

分佈函數與經驗累積分佈函數之最大絕對差

值，吾人利用{D+、D−、Dn}之定義，如式(5~7)， 
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),max( −+= DDDn  ....................................(7) 

計算該檢定統計量(Dn)，其屬於科司分佈需查表

始得臨界值(dα,n)。其中，n 為樣本長度，F(x)為
理論之累積分佈函數，X(i)為隨機樣本中第 i 個順

序統計量。 
當經驗累積分佈函數與理論累積分佈函數

相差越大時，Dn越大，有越多證據可以拒絕 H0(經
驗累積分佈函數與理論累積分佈函數相同)。以

Dn為檢定統計量之科司檢定為雙尾檢定，當顯著

水準為 α，若 

nn dD ,2/α>  ................................... (8) 

則拒絕 H0 之虛無假設。科司檢定只適用於母體

參數已被表明之檢定，而卡方檢定除適用於母數

已知者之外，還適用於以統計量估計母數的檢定

(顏，1992)。 
 
2.3 線性動差比圖法 

2.3.1 線性動差 
Hosking (1990)首先為線性動差(Φr)定名，其

定義如下所示： 
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其中 Y 為隨機變數、Yr-k:r 為其順序統計量(Y1:n≤ 
Y2:n≤ …≤ Yn:n )。 

線性偏態係數(Linear Coefficient of Skewness, 
LCS; Π3)以及線性峰態係數(Linear Coefficient of 
Kurtosis, LCK; Π4)為最常使用之兩個參數，做為

線性動差比圖之兩變數軸，其樣本估計方式習慣

使用機率權重動差(Probability Weighted Moments, 
PWMs; Ψj)，可表示如下： 

Πb=Φb/Φ2 , b=3,4 ................................. (10) 

Φ1=Ψ0 ................................. (11) 

Φ2=2Ψ1-Ψ0 ................................. (12) 

Φ3=6Ψ2-6Ψ1+Ψ0 ................................. (13) 

Φ4=20Ψ3-30Ψ2+12Ψ1-Ψ0 ........................... (14) 
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其中估計機率權重動差方法又有 UE (Unbiased 
Estimator; Landwehr, 1979)與PPE (Plotting-Position 
Estimator; Hosking, 1993)兩種。Hosking 與 Wallis 
(1995)進行 UE 與 PPE 之比較研究，其結果顯示

由於 PPE 為偏差估計元且其統計量無法維持尺

度不變性(invariant)，又於不同機率分佈條件下其

估計偏差量(bias)一般較大於 UE 之偏估量，因此

進行線性動差比圖繪點工作時，建議採用 UE 進

行樣本線性動差比之估計工作。線性動差法之詳

細計算步驟與理論推演可參考 Hosking 與 Wallis 
(1997)，此外，Juha (2005)與 William (2006)均提

供線性動差相關計算之程式工具。 
2.3.2 線性動差比值適合度檢定法 

Cheng et al. (2006)，鄭等人(2007)與 Liou et 
al. (2007)提出以線性動差比值進行適合度檢

定。其認為任意機率分佈之隨機樣本所計算得樣

本線性偏態係數(π 3)與樣本線性峰態係數(π 4)為

二元常態分佈，藉此可定義檢定統計量(如式

(17))， 

)()()'(ˆ 12
2 µxΣµx −−= −χ ........................ (17) 

以及其接受域(AR)， 

2
2,

1 )()()'( αχ≤−− − µxΣµx ....................... (18) 

用以進行適合度檢定。其中 x 為(π 3, π 4)之矩陣向

量、µ 與 Σ為各種機率分佈(π 3, π 4)之期望值向量

與變異共變矩陣。表 1~3 分別為常態、EV1 與 PT3
分佈之線性動差比圖適合度檢定法 µ與Σ經驗公

式(Liou et al., 2007)。該檢定統計量為 2
2χ 分佈，

當顯著水準為 α，若 

2
2,

2
2ˆ αχχ >  ................................. (19) 

則拒絕其虛無假設(H0：經驗分佈與理論分佈均

等)。 

 
表 1  常態分佈樣本長度與接受區間參數之經驗公式 

(迴歸公式為 c
n
b

n
an ++= 2)(θ̂ ；理論值(Π3, Π4)=(0, 0.1226)) 

Unbiased Estimator Plotting-Position Estimator 
θ̂  

a b c R2 a b c R2 

3
ˆπµ  0.015408 -0.24443 0 0.29801 0.901271 0.081504 0 0.999941 

4
ˆπµ  0.025842 0.023783 0.1226 0.911105 -0.57639 -2.38489 0.1226 0.999911 

2
3

ˆπσ  0.185019 0.880504 0 0.999965 0.187095 -0.00278 0 0.99998 
2

4
ˆπσ  0.084689 0.987506 0 0.999954 0.088334 -0.15724 0 0.999967 

43,ˆ ππσ  0.000824 -0.02833 0 0.576252 -0.00026 0.289535 0 0.9985 

 
表 2  極端值第一型分佈樣本長度與接受區間參數之經驗公式 

(迴歸公式為 c
n
b

n
an ++= 2)(θ̂ ；理論值(Π3, Π4)=(0.1699, 0.1504)) 

Unbiased Estimator Plotting-Position Estimator 
θ̂  

a b c R2 a b c R2 

3
ˆπµ  -0.20453 0.346623 0.1699 0.9971 0.355621 0.779004 0.1699 0.999 

4
ˆπµ  -0.0461 0.181851 0.1504 0.9965 -0.54196 -2.65128 0.1504 0.99999 

2
3

ˆπσ  0.231485 0.718086 0 0.99999 0.232073 -0.31629 0 1 
2

4
ˆπσ  0.13157 1.019635 0 0.9999 0.136162 -0.28472 0 0.999975 

43,ˆ ππσ  0.107625 0.192062 0 0.9999 0.107635 -0.18832 0 0.99997 
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2.4 蒙地卡羅模擬技巧 
本研究使用機率積分轉換技巧(Mood et al., 

1974)進行模擬。首先假設某一機率分佈之累積機

率函數為已知，第二，進行均勻分佈 U(0,1)之出

象(realization)樣本，最後將均勻分佈之出象樣本

視為該模擬分佈之發生機率，進行反函數運算，

代入其分位數函數，求得欲模擬分佈之出象。水

文常用機率分佈之特性(Cheng et al., 2007)整理

如表 4 所示。 
 

2.5 假設檢定 
前人研究(Yue et al., 2002；徐，2004；許，

2004；吳，2005)均指出經由序率模擬方法所計算

之模擬檢定力能有效比較出不同檢定法之優

劣。研究中進行檢定力比較之三種方法皆為適合

度檢定法，其虛無假設 H0 均為經驗分佈與理論

分佈相等。型 I 錯誤之定義為當 H0 為真而拒絕

H0之錯誤，亦稱為顯著水準(α)，即 α=P{拒絕 H0|
當 H0為真}。研究中並以式(20)， 

trueHtotal

rejected

N
N

=

=

0

α) ..................................(20) 

作為顯著水準之估計方式。其中 Ntotal為特定機率

分佈之總繁衍次數，Nrejected 為各適合度檢定法之

拒絕次數。 
型 II 錯誤之定義為當 H0為偽而接受 H0之錯

誤，常以 β表示。而檢定力則為當 H0為偽而拒絕

H0之機率，以 1-β表示，即 1-β=P{拒絕 H0|當 H0

為偽}。由定義可以式(21)， 

falseHtotal

rejected

N
N

=

=−

0

)ˆ1( β .........................(21) 

作為檢定力之估計式。 

三、研究流程 

水文上經常使用於頻率分析之機率分佈包

括，常態(Normal)、極端值第一型(Extreme Value 
Type I, EV1)、皮爾遜第三型(Pearson Type III, 
PT3)、對數常態(Log Normal, LN)、廣義極端值

(Generalized Extreme Value, GEV)等機率分佈，其 
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圖 1  各種機率分佈之線性動差比值理論線 

 

它尚有均勻分佈(Uniform)與指數分佈(Exponential, 
Exp)。 

本研究流程包括數個步驟，首先進行 11
種標準化機率分佈之序率繁衍樣本{Uniform, 
Exp, EV1, Normal, PT3(γ=0.3), PT3(γ=0.7), PT3 
(γ=1.4), GEV(k=-0.13), GEV(k=-0.25), LN(σy=0.5), 
LN(σy=0.7) }，其樣本長度分別為 20、 30、40、
50、60、75、100、150、250、500、1000，每組

產生 1,000 次出象；其次，分別計算各檢定法之

檢定統計量，其理論分佈可為 Normal、EV1、或

PT3 分佈，並計數於顯著水準(α)時之拒絕次數。 
依據顯著水準(α)與檢定力(1-β)之定義，可由

本試驗流程，估算各適合度檢定法之顯著水準

( α̂ )，如式(20)與檢定力( β̂1 − )，如式(21)。 

四、結果討論 

4.1 線性動差接受區間繪圖法應用於適合度檢定 
本研究所設定 11 種機率分佈之線性動差理

論線如圖 1。進行隨機試驗後，使用機率權重動

差不偏估計式(UE)進行線性動差比值之推估，點

繪於線性動差比圖上，並套配特定線性動差比值

95%接受區間如圖 2，其(a)(b)顯示，當任一樣本

線性動差比值座落於常態機率分佈接受區間之

外時，拒絕該樣本為常態機率分佈之假設。接受

區間隨著樣本長度增加而變小，而隨機樣本於線

性動差比圖上之散佈圖亦隨著樣本長度增加更

趨集中，會減少母體機率分佈之誤判率；再者由 
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圖 2 使用 UE 進行線性動差比值接受區間繪圖法

之適合度檢定(+、x、□分別為 EV1、Normal、

Exp 分佈之隨機樣本) 

圖 2 (a)(c)之比較可得知，當兩機率分佈於線性動

差圖上之理論線距離增加時，將減少母體機率分

佈之誤判率，由此配合圖 1 之理論線可預測得，

線性動差比圖上距離較遠之兩機率分佈，其母體

分佈之誤判率小，檢定力高。 
比較以傳統之卡方檢定與科司檢定，線性動

差比值接受區間繪圖法提供更直接之視覺效

果，可以繪圖法進行適合度檢定；且其接受區間

隨著樣本增加而明顯縮小，同時，機率分佈之隨

機樣本線性動差比值更趨集中於理論線，會減少

母體機率分佈之誤判率；當兩機率分佈於線性動

差比圖之距離增加則其母體機率分佈誤判率減

小，顯示線性動差比值適合度檢定法之優點。 
 

4.2 顯著水準之驗證 
各種適合度檢定法顯著水準之驗證方式採

用式(20)計算之。配合線性動差比值接受區間法

之適用範圍(包括 Normal、EV1、PT3)，H0 之母

體 分 佈 可 有 5 種 機 率 分 佈 (Normal, EV1, 
PT3(γ=0.3), PT3(γ=0.7), PT3(γ=1.4))進行變換，因

此每一種適合度檢定法有 5 個驗證模擬顯著水準

之結果，如圖 3。其顯示三種適合度檢定法顯著

水準之驗證結果均接近預設值(5%)。 
 

4.3 檢定力比較 
本研究提出之接受區間適合度檢定法與傳

統適合度檢定法進行檢定力比較，其結果如表

5，其計算過程採用式(21)。當虛無假設之 H0 母

體分佈與替代假設 H1 之母體分佈相同時，該模

擬檢定力即為模擬顯著水準，由表 5 可印證其數

值與預設顯著水準(5%)相當接近；科司檢定相較

與卡方檢定，於小樣本時有顯著之應用範圍，表

5(a)顯示當樣本長度為20時科司檢定之檢定力局

部優於卡方檢定，而線性動差比值接受區間之適

合度檢定法顯著優於傳統適合度檢定法。 
研究中以 11 種機率分佈代表所有參數空

間，用以計算 5 種 H0 母體機率分佈之檢定力曲

線，如圖 4。其明確顯示出線性動差比值接受區

間適合度檢定法之檢定力高於傳統法。另一方

面，線性動差比圖具有一次進行數種適合度檢定 
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圖 3  三種適合度檢定法之模擬顯著水準 

(顯著水準設為 5%，模擬次數為 1000，H0 之母體分佈分別為 Normal、EV1、PT3(γ=0.3)、PT3(γ=0.7)、
PT3(γ=1.4)；CS：卡方檢定、KS：科司檢定、 PPEAR

43 ,ππ ：使用 PPE 進行線性動差比值接受區間適合度檢定、

UEAR
43 ,ππ ：使用 UE 進行線性動差比值接受區間適合度檢定) 
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圖 4 各種適合度檢定法之檢定力曲線圖 

(CS：卡方檢定、KS：科司檢定、 PPEAR
43 ,ππ ：使用 PPE 進行線性動差比值接受區間適合度檢定、 UEAR

43 ,ππ ：

使用 UE 進行線性動差比值接受區間適合度檢定；H0 ∪ H1={Uniform, Exp, EV1, Normal, PT3(γ=0.3), 
PT3(γ=0.7), PT3(γ=1.4), GEV(k=-0.13), GEV(k=-0.25), LN(σy=0.5), LN(σy=0.7)}) 
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之可能，且無須對一、二階線性動差進行估計，

相對於傳統方法必須估計所有參數之限制，更凸

顯線性動差比值接受區間適合度檢定法之優

勢。同時，線性動差比值可進行繪圖法之適合度

檢定，具備視覺解釋能力，有助於區域化最適分

佈之選取，未來進行水文頻率分析之工作時，應

以線性動差比值接受區間法取代傳統適合度檢

定法。 
本研究基於取自同一母體之樣本進行檢定

力分析，然而，實際水文分析時難確保分析樣本

來自同一母體，因此可接續進行當樣本來自不同

母體之延伸性研究。 

五、結 論 

本研究認為，以線性動差比值接受區間法能

有效糾正樣本長度之影響，能提供較嚴謹、精確

之結論，同時增加水文頻率分析選定最適機率分

佈之精確性。 
本研究主要結論有以下各點： 

1. 線性動差比值接受區間繪圖法提供直接之視

覺效果，可以繪圖法進行適合度檢定。 
2. 線性動差比值接受區間隨著樣本增加而明顯

縮小，同時，機率分佈之隨機樣本線性動差比

值更趨集中於理論線，會減少母體機率分佈之

誤判率。 
3. 兩機率分佈於線性動差比圖上理論線之距離

增加時，其母體機率分佈之誤判率減小。 
4. 三種適合度檢定法顯著水準之驗證結果均接

近預設值(5%)。 
5. 樣本長度為 20 時，科司檢定之檢定力局部優

於卡方檢定。 
6. 線性動差比值接受區間適合度檢定法之檢定

力顯著高於傳統法。 
7. 線性動差比圖具有一次進行數種適合度檢定

之可能，且無須對一、二階線性動差進行估

計，而傳統方法必須估計所有參數之限制。同

時，線性動差比值可進行繪圖法之適合度檢

定，具備視覺解釋能力，有助於區域化最適分

佈之選取，未來進行水文頻率分析之工作時，

應以線性動差比值接受區間法取代傳統適合

度檢定法。 
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